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内 容 简介 

本 书 系统 阐述 图 论 与 算法 图 论 的 基本 概念 .理论 .算法 及 其 应 用 ,建立 
图 的 重要 短 阵 与 线性 空间 ,论述 计算 复杂 度 理 论 中 的 NP 完全 性 理论 和 其 
名 的 一 些 NPC 问题 等 . 

本 书 概念 明确 .立论 产 谭 ,语言 流 由 生 动 ,注重 算法 分 析 及 其 有 效 性 ;内 
容 全 面 深入 ,可 污 与 可 教 性 强 , 是 一 部 埋 想 的 图 论 基 础 性 著作 . 

本 书 读者 对 象 为 高 等 院 校 应 用 数学 .计算 机 科学 .信息 与 网 络 等 专业 的 
大 学 生 与 研究 生 ,以 及 科研 工作 者 与 图 论 爱 好 青 ， 
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前 言 


图 论 是 离散 数学 的 骨干 分 支 ,离散 数学 则 是 计算 机 科学 技术 与 网 络 信 息 科 学 
的 思想 基础 . 多 年 来 ,为 了 实现 高 速 计算 的 日 的 ,数学 促进 了 计算 机 科学 的 形成 与 
发 展 .例如 图 灵机 的 数学 理论 为 计算 机 的 诞生 打下 了 基础 ; 男 一 方面 , 随 着 计算 机 
科学 在 社会 发 展 中 作用 的 日 益 提 升 , 它 又 反 过 来 促进 数学 的 发 展 . 例如 1976 年 , 伐 
利 诺 大 学 的 Appel 和 Haken 用 计算 机 证 明了 四 色 猪 想 成 立 .我国 著名 数学 家 吴 文 
俊 . 张 景 中 等 用 计算 机 进行 了 几何 定理 的 机 器 证 明 , 发 展 出 一 套 成 熟 的 机 器 证 明 的 
新 理论 与 新 方法 .离散 数学 .特别 是 图 论 , 近 年 来 如 异军突起 般 莲 扫 发 展 , 亦 是 数学 
与 计算 机 科学 交互 作用 的 范例 .图 论 与 计算 机 科学 结盟 解决 了 有 关 离 散 事 物 的 结 
构 与 关系 当中 定性 与 定量 的 各 种 优化 问题 .在 信息 科学 与 网 络 技术 迅猛 发 展 的 时 
代 背 景 之 下 ,接受 图 论 教育 与 进行 图 论 研 究 成 了 众多 相关 的 青年 科学 家 与 工程 师 
的 强烈 追求 .图 论 自身 的 美好 形象 ,诸如 它 的 强 有 力 的 逻辑 ,漂亮 的 图 形 , 高 明 的 数 
学 技巧 等 等 ,也 对 得 个 爱好 科学 的 年 轻 人 产生 了 排 之 不 去 的 诱惑 ,在 商 等 学 校 的 教 
学 当中 ,图 论 课 成 了 广大 学 生 和 研究 生 和 争 相 选 收 的 最 受 欢 迎 的 热门 课程 之 一 . 

学 习 图 论 , 除 了 能 使 我 们 采用 它 的 成 果 与 方法 之 外 ,同样 重要 的 是 它 能 培 状 我 
们 思考 问题 与 解决 问 晤 的 能 力 . 图 论 中 的 问题 ,外 表 看 似 通俗 简单 ,但 往往 含有 非 
平凡 的 难度 ,每 个 学 习 研 容 图 论 的 人 在 它 面前 必须 全 力 以 赴 . 严 肃 认 真 地 思考 问 
题 ,有 时 起 思 方 得 其 解 , 有 夺 则 是 吾 思 仍 不 得 其 解 的 ! 例如 四 色 蒲 想 和 Ulam 猜想 
之 类 的 老大 难 问题 以 及 算法 理论 中 的 车 名 难题 “P= NP 吗 ?”, 都 是 难 到 令 人 后 昊 
的 问题 , 事实 上 ,我 们 尚未 弄 清楚 它们 是 否 需 要 超 长 证 明 疗 必须 使 用 机 鹃 证 明 , 或 
者 数学 科学 尚未 发 展 到 可 以 用 手 和 纸 解决 它们 的 阶段 . 

本 书 除了 重视 图 论 的 基本 理论 与 常用 技巧 之 外 ,同时 重视 有 效 算 法 的 设计 和 
算法 复杂 度 的 分 析 ;研究 时 间 复 杂 度 是 本 书 的 特色 之 一 .本 书 作 者 不 是 构造 主义 
者 ,但 本 书 确 乎 主要 采用 了 构造 性 的 组 合 技术 来 解决 问题 ,由 于 计算 机 的 介入 , 构 
造 性 解法 在 当今 数学 当中 日 益 受 到 青睐 . 

本 书 另 一 个 特点 是 对 预收 课程 的 要 求 稻 少 ,几乎 只 靠 加 法 、 乘 法 和 退 辑 推理 来 
解决 问题 ,用 了 一 些 集合 与 线性 代数 的 知识 , 当然 ,读者 在 使 用 本 书 时 应 该 自觉 地 
调动 自己 的 聪明 才智 和 数学 悟性 ,本 书 每 章 都 留 有 足够 丰富 和 有 趣 的 作业 题 ,几乎 
每 个 题 上 月 缘 无 公式 可 循 ,必须 由 读者 自主 设计 一 种 方法 去 解答 ;可 以 指望 ,通过 图 
论 的 学 习 和 习题 与 考试 的 磨炼 ,读者 将 会 获得 一 种 非 本 能 的 智慧 和 科学 思维 气质 . 

本 书 共 分 11 章 . 如 果 作 本 科 生 教材 ,估计 中 到 100 学 时 可 以 授 完 全 书 . 如 果 
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第 -- 章 回答 图 二 全 么 和 交代 图 论 的 最 基本 的 概念 .从 可 尼斯 保 七 桥 问 题 谈 目 ， 
站 过 四 色 猜 想 .LUlam 猜想 .Hanmilton 周游 志 界 游戏 ,人 闹 妇 问题 、Ramsey 数 .NPC 问 
题 半 数学 史上 的 有 干 重要 而 有 趣 的 问题 的 提出 与 初步 分 析 , 使 读者 多 得 对 图 论 的 
血 观 认识 ,接着 严格 地 给 出 苹 . 同 构 、 项 的 次 数 、. 轨 道 .连通 . 了 益 . 子 钢 、 元 全 图 、 “分 
图 ,二 分 图 等 最 基本 的 定义 ,还 用 这 些 基本 概念 和 方法 ,严格 证 明了 拓扑 学 中 重要 
的 Brouwer 不 动 点 定理 . 本章 首次 介绍 "行为 算法 "的 概念 ,从 实际 模型 中 介绍 DDi- 
jkstra 最 短 轨 道 问 题 和 Dijkstra 算法 的 规范 表述 ,分 析 其 有 效 性 . 木 章 还 编 和 人 了 图 
上 博 灾 的 一 些 内 容 ,体现 出 聪明 竞争 的 数学 思想 . 

第 一 章 讲 村 .内 容 包含 树 的 定义 和 性 质 , 牛 成 树 及 其 个 数 公式 ,六 最 作 生 成 树 
的 Kruskal 算法 ,有 序 二 元 树 .Catalan 数 .Huffman 树 , 树 上 密码 和 树 土 追捕 每 有 趣 
的 问题 .事实 个 , 树 是 名 的 肯 口 和 标 保 , 府 且 是 图 论 难题 的 试金石 ,许多 甸 论 难题 往 
往 首 先 用 树 来 试探 它 是 理 成 立 ,然后 再 向 一 般 图 推广 . 

第 二 意 讲 平面 图 ,得 出 平面 图 优美 的 Euler 折 扑 公式 ,介绍 波兰 数学 家 Kora- 
towsky1930 年 建立 的 平面 图 的 充分 必要 条 件 ;利用 Fuler 公式 证 明了 正 多 面体 恰 
有 五 种 .本 章 介绍 了 图 论 中 最 基本 最 有 用 的 算法 之 一 , 即 代号 为 DFS 的 纵深 搜索 
算法 , 它 的 "能 前 进 时 且 前 进 , 行 不 通 时 则 回 关 "的 搜索 精神 是 许多 图 论 算法 本 以 供 
鉴 的 其 本 思路 . DES 还 可 以 求 取 图 的 割 顶 , 块 和 极 大 强 连 遂 子 图 等 关键 部 位 ,尤其 
重要 的 尾 DFS 可 以 协助 建立 图 的 平面 做 人 算法 ， 

第 四 章 讲 匹 配 理论 及 共 应 用 . 从 Hall 婚配 问题 谈 起 ,建立 了 一 系列 有 关 正 配 
的 定理 ,对 二 分 图 介绍 了 分 工 问 题 当 中 的 最 大 匹配 与 最 佳 匹 配 的 匈牙利 算法 ， 

第 二 章 讲 色 的 理论 , 它 是 图 论 中 精彩 纷呈 又 极其 困难 的 内 容 .介绍 了 边 色 数 、 
硕 色 归 .面色 数 .颜色 多 项 式 等 重要 概念 . 讨论 诸如 排 课 束 ,安排 全 校 考 斌 ,仓库 玻 
置 与 信道 分 配 等 重要 实际 问题 的 色 数 解法 ,以 及 脸 实 人 口 的 4CC 和 颜色 多 项 式 等 
引起 访 史 二 大 数学 家 们 的 关注 的 理论 问题 ,4CC 已 于 1976 年 被 美国 数学 家 Appel 
和 Hken 等 用 计算 机 给 出 证 明 . 我 们 在 书 中 介绍 了 他 和 们 的 主要 思想 , 即 梧 约 的 不 
可 避免 集 的 思路 以 及 "充电 放电 "技术 ,但 手写 的 自然 语言 表述 的 4 色 定 理 的 证 明 
将 来 能 否 实 现 , 仍 是 困扰 数学 家 的 难题 之 一 . 

本 章 还 讲 了 四 大 "图 数 ” :独立 数 ,支配 数 .覆盖 数 和 Ramsey 数 , 它们 是 图 论 中 
非常 重要 的 数字 指标 ,在 信息 传输 等 领域 有 重要 应 用 . 

第 六 音 讲 Euler 图 与 Hamilton 图 的 理论 与 应 用 .Euler 建立 了 有 效 地 判定 图 是 
否 是 Euler 图 的 充分 必要 条 件 , 可 惜 对 于 Hamilton 图 至 今 尚 无 有 效 的 判别 法 ,没有 
建立 起 像样 的 Hamilton 图 的 充分 必要 条 件 . 与 Euler 图 有 关 的 中 国 邮 路 问题 已 被 
何 牙 利 数学 家 Edmonds 有 效 地 解决 了 , 丛 我 们 提出 的 多 邮递 员 中 国 邮 路 问题 却 蚌 
一 个 NPC 难题 1 在 Hamilton 图 方面 ,一 个 首当其冲 的 问题 是 为 货 即 问题 设计 一 
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条 耗 时 最 少 的 上 售 货 路 线 , 这 -问题 闲 被 泪 明 是 NPC 中 的 一 员 .另外 .还 有 许多 有 趣 
的 关于 Hamijton 图 的 十 分 漂 党 又 十 分 难 解 的 问题 ,例如 rn x 的 “ 马 图 ”上 国际 象 
棋 蕊 的 遍 访问 题 等 等 . 

第 七 章 讲 有 回 赂 中 的 一 些 重要 问题 ,包括 尚未 解决 的 所 谓 3.r + 1 问题 ,有 回 
图 的 蝇 连 通 性 和 和 可行 遍 性 问题 ,有 了 向 Hamilton 图 问题 , 强 连 通 竞 赛 图 的 泛 略 定理 ， 
竞赛 图 中 的 有 向 Hamilton 轨 各 王 点 等 许多 既 有 趣 父 有 用 的 问题 . 

第 信 童 讲述 网 络 上 的 流 函 数 ,介绍 求 最 大 流 的 2F 算法 .Dinic 算法 ,有 有 上 上 下界 
的 网 络 最 大 流 的 存在 性 和 求法 以 及 有 人世 需要 求 的 流 的 有 效 算 法 ,并 且 证 明 广 双 最 
定理 ”, 它 是 网 络 图 论 中 的 核心 定理 . 

第 九 间 讨 论 无 向 图 与 有 向 图 的 顺 连通 度 与 边 连 通 度 的 概念 , 岂 网 络 流 技术 有 
效 地 求 肥 质 连 通 度 与 边 连通 度 , 给 出 了 一 种 边 数 最 少 的 ”项 二 连通 图 的 构造 方 
法 ,建立 上 连通 图 的 扇形 结构 与 周 结 构 定 理 等 ,它们 是 网 流 流 理论 忆 技 术 的 精彩 

第 十 章 对 于 无 疝 图 与 有 向 图 ,引信 了 若干 重要 和 矩 陈 ,对 于 无 站 图 走 0-1 一 扎 域 
于 建立 了 一 些 线性 空间 ;用 线性 代数 的 方法 对 图 进行 定量 研究 ,是 图 论 由 “看 网 说 
话 " 式 的 综合 研究 方法 或 日 “ 文 词 图 论 " 向 代数 化 方法 过 渡 的 重要 标志 ;用 和 矩阵 演算 
进行 了 生成 树 数 日 的 计算 和 从 一 项 到 另 -一 顶 指 定 长 的 道路 数目 的 计算 等 定量 研 
究 . 

第 二 一 意 讲 库 克 定理 和 NPC 理论 ,对 图 论 中 的 - 些 重要 问题 , 产 格 证 明了 它 
们 是 NPC 中 的 问题 ,例如 团 ,独立 集 .覆盖 集 ` 色 数 .最 大 断 集 .Hamilton 轨 ,Hamil- 
ton 辆 , 优 妥 问题 等 都 是 NPC 中 的 问题 . 

本 章 内 容 对 数学 与 计算 机 科学 有 原则 的 重要 性 ,要 当做 重点 内 容 来 教 来 学 , 务 
求 深 入 理解 .所 给 的 10 道 作业 题 ,至 少 要 留 - - 半 证 学 生 和 做 出 . 

本 片 旺 以 作者 在 中 国 科学 技术 大 学 的 图 论 教学 内 容 为 蓝本 ,吸收 参加 访 届 教 
学 的 师 生 之 反馈 意见 ,顾及 近年 来 科研 与 教学 新 形势 之 要 求 写 成 的 ,应 当 感 谢 中 国 
科学 技术 大 学 各 系 上 听 我 主讲 图 论 课 的 青年 朋友 们 ,在 答疑 和 批改 作业 的 过 程 当 中 ， 
教学 相 长 ,从 学 生 们 话 小 的 解 题 细 节 和 有 趣 航 提问 中 受到 许多 启发 ,使 本 书 从 内 容 
到 上 友 达 方式 上 更 适用 于 教学 .还 应 感谢 科学 出 版 社 对 本 书 出 版 的 重视 和 文 持 ,至 于 
上 书 中 现存 的 差错 . 盖 因 作者 玖 陋 塞 学 所 至 , 敬 请 读者 批评 指正 . 


王 树 秒 
2003 年 1 月 
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第 一 章 图 
1.1 从 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 谈 起 
普 珊 格 尔 河 从 古城 哥 尼 斯 堡 市 中 心 流 过 ,河中 有 小 岛 两 座 , 筑 有 七 座 古 桥 ,如 


图 1.1. 昔 尼斯 堡 市 人 杰 地 冰 ,市 民 普 遍 爱 好 数学 .1736 年 ,该 市 一 位 市 虽 向 大 数学 
家 Euler 提 岂 如 下 问题 : 


从 家 里 出 发 ,七 座 桥 等 桥 怡 通过 --- 次 ,再 回 到 家 里 ,是 否 可 能 ? 

事实 上 ,人 们 些 前 已 经 反复 试验 过 多 次 ,不 论 怎 样 游 行 , 亦 未 成 功 地 实现 每 桥 
恰 过 一 次 的 旅行 .但 又 无 人 严格 证 明 它 . 

Euler 把 两 岸 分 别 用 C 与 DD 两 点 来 表示 ,两 岛 分 别 用 A 与 B 两 点 来 表示 . A， 
是 ,万 各 点 的 位 置 无 关 紧 要 , 仅 当 两 块 陆地 之 间 有 桥 时 ,在 上 述 相 应 的 两 点 间 连 
一 曲线 段 , 此 上 曲线 段 的 曲直 上 长 短 也 无 关 紧 要 ,于 是 得 到 图 1.1 中 的 (b) 图 ,Euler 把 
他 夯 出 的 这 个 图 形 称 为 图 (graph). 

Euler 对 七 桥 问题 的 回答 是 “ 否 ”. 他 指出 ,如 果 家 在 口岸 ,图 1.1(b) 中 避 点 处 
有 三 条 桥 , 游 人 通过 其 中 之 一 离 家 出 游 ,不 外 叉 经 男 一 桥 回 到 家 ,因为 要 求 每 桥 怡 
过 一 次 ,所 以 他 不 得 不 经 第 一 条 与 相连 的 桥 离 家 远 行 ,这 时 他 已 无 法 过 桥 回 家 
了 ,因为 二 条 与 他 家 相通 的 桥 他 已 都 各 走 过 一 次 ;对 于 家 在 别处 的 情形 道理 是 相 
似 的 . 

Euler 对 十 桥 问题 的 抽象 和 论证 思想 ,开创 了 图 论 ( 一 维 拍 扑 } 的 研究 ,1736 年 
是 图 论 的 元 年 , 那 一 年 Euler 年 仅 29 岁 . 
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当时 数学 界 并 未 对 欧 拉 解决 七 桥 问题 的 意义 有 足够 的 认识 , 茧 至 仅 仪 视 其 为 
一 个 数 党 洲 戏 而 凯 ,图 论 诞生 后 并 未 及 时 获得 足 驶 的 发 展 .1936 年 ,匈牙利 数学 家 
柯 尼 希 (Kenig) 出 版 《有 人 限 图 与 无限 图 理论 》, 这 是 图 论 的 第 一 部 专著 , 它 总 结 了 图 
论 200 年 的 成 果 , 是 图 论 发 展 的 第 - - 座 里 程 碑 . 此 后 ,图 论 进入 发 展 与 究 人 的 快车 
道 , 叉 经 过 半 个 多 世纪 的 发 展 , 现 已 成 长 为 数学 科学 的 一 个 独 江 的 重要 学 科 . 它 的 
分 支 很 多 ,例如 图 论 .算法 图 论 . 极 值 图 论 .网 络 图 论 .代数 图 论 .随机 网 论 .模糊 图 
论 . 赵 图 论 等 等 ,由 于 现代 科技 尤其 是 大 型 计算 机 的 迅猛 发 展 ,使 图 论 太 和 有 用 武之 
地 ,无 论 是 数学 , 物 吓 . 化 学 .天文 .地理 .生物 等 基础 科学 ,还 是 信息 交通, 战争 ,经 
济 芒 至 社会 科学 的 众多 问题 ,都 可 以 应 用 图 论 方法 了 以 解决 .图 论 义 是 计算 机 科学 
最 重要 的 基础 之 - -. 

1976 年 世界 上 发 生 了 不 少 大 事 , 其 中 有 -人 性 是 美国 数学 家 Appel 和 Haken 在 
Koch 的 协作 之 下 ,用 计算 机 证 明了 图 论 难 题 一 一 四 色 和 猜想 (4CC): 

任何 地 图 ,用 四 种 颜色 ,可 以 把 每 国 领土 染 上 一 种 颜色 ,使 刍 国 异 色 . 

46C0 的 各 法 和 内 容 十 分 简朴 ,以 至 于 可 以 向 随便 一 个 人 (哪怕 他 不 识字 ) 在 几 
分 钟 之 内 讲 清 楚 . 1852 年 英国 的 一 个 大 学 后 格 忆 里 (Gurhrie) 癌 他 的 老师 德 ' 摩根 
(De Morgan) 请 教 这 个 问题 . 德 :摩根 是 当时 十 分 有 名 的 数学 家 ,他 不 能 判断 这 个 
猜想 是 否 成 立 ,于 是 很 快 在 数学 界 流传 开 来 .1879 年 伦敦 数学 会 会 员 Kemple 占 称 
证 明 4CC 成 立 ,县 发 表 了 论文 ,410 年 后 ,Heawood 指出 了 Kemple 证 明 中 人 站 在 不 同 
克服 的 漏 酒 ,Heawood 消 用 Kemple 的 方法 让 明了 五 色 定 理 , 妈 任何 地 图 ,用 五 种 
颜色 一 定 能 把 各 国 领土 染 上 一 种 颜色 , 目 使 邻 国 异 色 . Kemple 的 方法 十 分 巧妙 ， 
1976 年 ,Appel 说 :“Kemple 的 证 明 中 包含 着 - -个 世纪 之 后 终 二 引出 正确 证 骨 的 绝 
大 部 分 基本 思想 

图 论 中 有 众多 形象 美丽 而 性 质 奇 特 的 图 ,例如 图 1.2 中 的 两 个 图 ,他 们 的 每 个 
点 (以 后 称 为 项 点 ) 处 关联 着 二 条 线 { 以 后 称 为 边 ) ,用 四 种 颜色 可 以 把 每 条 按 涂 上 
.种 颜色 ,使 得 有 公共 端点 的 边 异 色 ,而 用 3 种 颜色 办 不 到 这 些 ,切断 三 条 边 不 会 
使 它 断 烈 成 薄 个 有 边 的 图 等 一 系 庆 性 质 . 图 论 中 称 图 1.2 中 的 图 为 妖怪 {snark 
graph) .Ka) 称 为 单 星 妖怪 ,(b) 称 为 双星 妖怪 ,妖怪 在 这 里 是 一 个 严肃 的 数学 名 词 ， 
调和 手 这 种 性 质 的 图 极 难 设计 出 来 , 才 起 了 这 么 一 个 十 分 贴切 的 名 称 ， 

1895 年 ,Hamilton 发 明了 -个 所 谓 环球 旅行 的 游戏 ,把 这 项 发 明 的 专利 以 25 
个 金币 的 高 价 转让 给 -个 玩具 商 .据说 使 这 位 玩具 商 几 个 月 的 时 间 成 了 一 位 腰 编 
万 供 的 富豪 ,他 的 游戏 设计 如 下 ;在 一 个 正 12 面体 的 20 个 顶点 上 各 标志 … 个 城 
市 ,这些 世界 级 大 都 市 分 别 是 北京 .莫斯科 .东京 ,柏林 ,巴黎 .纽约 .旧金山 \ 伦 就、 
呆 马 .日 约 热 肉 卢 .布拉格 .新 西伯 利 亚 . 墨 尔 本 .耶路撒冷 .巴格达 、 上 海 . 布 达 佩 
斯 ,开罗 阿姆斯特丹 和 华沙 . 如 果 从 一 城市 (例如 从 北京 出 发 } 党 正 12 面体 的 棱 运 
行 ,每 个 上 述 的 城市 仅 经 过 一 次 ,再 回 到 出 发 点 (例如 北京 ) . 则 竺 旅行 成 功 .在 本 书 
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图 1.2 


第 六 章 中 我 们 将 给 出 这 -游戏 的 -- 种 具体 的 旅游 路 线 图 ,从 这 一 -游戏 抽象 出 矢 论 
中 一 个 极端 重要 的 概念 一 一 Hamilton 图 ,年 派 生出 一 个 价值 连城 的 问题 -一 - 货 妇 
问题 (traveling salesman): 

一 位 货 郎 担 了 厅 货 到 各 村 去 卖 货 ,为 他 没 计 一 个 售 货 路 组 ,使 他 耗 时 最 少 

如 果 用 穷 举 的 办 法 ,例如 有 20 个 村 子 , 其 不 同 排序 有 方 x201 种 ,如 果 把 每 种 


排序 的 路 程 分 别 算出 ,再 从 中 挑选 出 那个 路 程 最 小 者 ,即使 利用 每 秒 干 万 次 运算 的 
计算 机 , 亦 需 耗 时 百年 以 上 ,这 种 办 法 不 本 取 . 令 人 无 京 的 是 , 百 冤 年 来 ,数学 家 们 
委 力 求解 这 一 问题 从 林 中 里, 至 今 尚 未 找到 有 效 的 (在 合理 的 时 间 内 ) 解 决 方法 ! 
这 一 -问题 是 对 数学 和 计算 机 科学 的 严重 排 成 . 

在 诸多 图 论 难 题 当中 ,有 一 个 叫做 Ramsey 数 的 问题 格外 引 人 和 人 注意. 直观 地 
讲 , 就 是 问 :和 任 给 人群, 其 中 有 点 个 人 彼此 相识 或 有 i 个 人 彼此 不 相识 ,这 种 人 和 群 
至 少 几 人 ”这 个 管 案 记 成 (上, 站, 称 为 Ramsey 数 ,例如 (3,3) =6, 证 明 xr(3,3) 
二 站 并 不 难 . 事 实 上 ,用 六 个 点 民 表 六 个 大 人, 他们 是 DI D3 Ua Us Us ,两 大 相识 
时 ,在 师 者 之 间 连 一 条 绿色 过 ,省 则 连 一 条 红 边 . 那么， 
由 铝 沉 原理 , 与 二 相连 的 五条 边 之 中 , 必 有 三 条 是 同色 
的 ,不 妨 设 为 vo ,wivir Vivi 是 二 条 绿色 边 , 考 虚 
Av; 0304 .如果 这 个 二 第 形 上 有 一 -条 绿 边 , 则 此 绿 边 写 “人 尺 、 
v, 连接 的 两 条 绿 边 枸 成 一 个 绿色 三 角形 .于 是 有 三 人 
彼此 相识 ; 备 则 Ap wiv 是 红色 三 角形 .于 是 有 一 人 熏 ，。 ， 
此 水 相识 ,可见 r(3,.3)s6. 而 5 个 人 的 人 群 , 见 图 1.3， 3 Us 
可 能 始 无 绿色 三 角形 亦 无 红色 三 角形 的 现象 ,图 1.3 中 
实 线 是 绿色 的 , 虚线 是 红色 的 ,可 摔 xr (3,3) 之 5; 由 


图 1.3 
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r(3,3) 夺 6,7(3,3) 之 5 知 x(3,3)=6, 即 随便 遇 到 的 六 个 人 人 之 中 必 有 :人 彼此 是 
熟 和 ,否则 会 有 三 人 人 谁 也 不 认识 谁 .7r(3,4}=?” (4,4) = ”等 等 ,我 们 将 在 第 厂 章 
给 出 一 些 较 小 的 Ramsey 数 ,但 像 r(5,5),r(6,6) 等 等 那些 未 知 的 较 大 的 Ramsey 
数 的 求 得 则 是 十 分 之 困难 揭 课 题 . 如 果 让 我 们 求 出 (100,100) ,这 个 题目 己 经 难 
到 令 人 绝望 的 程度 ,更 不 必 说 r(10000,10000)=? 了 . 

从 于 述 的 图 论 问题 当中 ,我们 发 现 图 论 中 殖 售 着 强 有 方 的 思想 ,漂亮 的 图 撒 和 
巧妙 的 论证 ,即使 是 非常 网 难 的 尚未 解决 的 问题 , 它 的 表述 也 可 能 是 平 锡 近 人 的. 
现实 生活 中 处 处 可 以 发 现 图 论 难题 .图 论 是 最 接近 百姓 生活 .最 容易 阐述 的 一 门 数 
学 分 点 ,具有 实质 性 的 难度 © 义 有 简朴 的 外 玫 是 很 多 图 论 问题 的 特点 之 -. 他 位 党 过 
图 论 的 人 都 有 一 种 共同 的 体会 , 即 在 图 论 问题 面前 必须 并 慎 严 击 地 思考 , 它 的 证 明 
往往 需要 极其 繁琐 的 细节 , 稍 不 注意 就 会 出 现 推理 的 漏洞 ,有 时 还 常 要 精细 的 计算 . 

从 20 世纪 60 年 代 之 后 ,图 论 的 算法 受到 了 更 多 的 重视 .算法 的 有 效 性 -~ - 襄 闲 
或 着 我 们 ,例如 ,我 们 建立 了 求 两 个 项 点 间 最 短 轨 道 的 Dijkstra 有 效 算 法 , 却 建 立 
不 起 来 求 两 项 间 最 长 轨道 的 有 效 算法 ;我 们 也 没有 有 效 算法 判别 图 的 顶点 是 否 全 
部 处 于 - -个 团 上 ,没有 有 效 算 法 确定 能 否 用 三 种 诚 色 对 地 图 自 常 ( 邻 国 异 色 ) 阁 色 ， 
在 网 络 理 论 中 ,我 们 已 经 有 有 效 算法 ,把 商品 在 铁路 上 由 产地 最 快 地 运往 销 地 ,但 
对 两 个 工 广 产 的 两 种 商品 ,分别 运往 各 自 的 销 地 时 ,建立 不 了 安排 运输 方案 的 有 效 
算法 ,使 得 两 个 销 地 的 需求 同时 得 以 满足 ,等 等 . 至今 已 积累 了 数 以 千 计 的 实际 问 
是, 其 数学 模型 是 图 论 问 题 , 但 这 些 问 题 丝 未 建立 起 有 效 算法 .20 世纪 60 年 代 到 
80 年 化 ,Edmonds,Cook 和 Karp 等 发 现 ,这 批 难题 有 一 个 值得 注意 的 奇特 性 质 , 其 
中 -- 个 问题 如 果 存 在 有 效 算法 , 则 这 些 形形色色 风 当 牛 不 相 及 的 问题 都 会 有 有 效 
算法 . 换 名 话说 { 悲观 地 讲 ) 如 果 这 些 问 题 中 有 某 个 问题 不 存在 有 效 算 法 , 则 不 能 指 
望 这 批 问 题 中 的 任何 一 个 存在 有 效 算法 了 . 这 批 问题 组 成 的 集合 记 成 NPC ,或 称 
NP- 完 全 问题 ,数学 与 计算 机 科学 的 最 太 挑 战 之 - -就 是 奖 答 NPC 问题 是 否 外 的 不 
存在 有 效 算法 ? 


1.2 图 的 基本 概念 


上 一 节 我 们 已 经 对 图 有 了 一 些 直观 的 印象 ,从 中 可 以 益 结 出 图 的 -- 般 定义 . 

定义 1.1 称 数 学 结构 G=1V(G),E(C),y% | 为 一 个 图 ,其 中 V(G) 是 非 空 
集合 ,由 是 从 集合 ELG) 到 VE{G)x V(G) 的 一 个 映射 , 则 称 G 是 一 个 以 V(G) 
为 项 集合 .以 EF(G}) 为 边 集 合 的 有 向 图 , Y1G) 中 的 元 素 称 为 图 G 的 项 点 ,E(G) 
中 的 元 素 称 为 避 的 边 ,ww 称 为 如 的 关联 函数 . 普 (Pe)= (uv,eEElG),(u, 
EVEGYx VG), 则 简写 成 e = wo; 称 是 有 辣 边 e 的 尾 ,m 为 有 问 迎 e 的 闷 . 
若 |VLGJ1=v, ELG)i=elyct+tc sc<+oo 时 , 称 全 为 有 限 图 ,否则 为 无 


1.2 图 的 基本 概念 .5 ， 


一 


限 图 . 

本 书 只 讨论 有 限 图 ， 

为 直观 起 见 ,我 们 把 一 个 有 向 图 如 下 种 出 
它 的 图 示 : 把 V(G) 中 的 每 个 元 素 用 几何 点 表 
不 ,点 的 位 置 可 以 酝 选 ,但 两 个 顶点 不 要 重合 ， 
当 e=az 时 ,把 车 = 与 "这 两 点 用 箭头 从 zx 指 
向 v 的 一 条 有 向 曲线 连接 起 来 ,此 曲线 的 长 短 
与 曲直 不 加 考 则 .用 ui ,v ，…w 分 别 表示 各 “~ 
个 质点 ,用 ee es 分 别 表示 各 公有 癌 按 ; 
席 与 边 用 字母 标志 了 的 图 则 敌 标志 图 ， 

如 果 把 有 向 图 上 的 箭头 取消 , 则 得 到 无 阿 


图 . 图 1.4 
例 1.1 在 图 1.4 中 ， 
VC 一 [vrs va Vs UIs U5), 
下 CC 一 1 eve2yejyekyesyebye7yesi， 


由 (fei) = ov pete) = tj) 二 TV 二 3024， 
ge: es ) 二 vy Us bees) 三 Ua vss We er) 二 vi Us Wel es) = Ws U2. 
如 果 图 1.4 中 的 箭头 擦 掉 , 则 得 一 个 无 向 图 ， 
下 面 我 们 要 不 大 其 烦 地 对 图 论 的 术语 下 定义 ,如果 不 写 * 有 向 "两 个 字 ,我 们 下 
面 的 图 此 指 无 向 图 . 
(1) 边 的 端点 :e= uv 时 , 称 硕 与 是 边 e 的 端点 . 
(2) 边 与 顶 相 关联 , 若 边 e 的 端点 是 zx 与 v, 则 称 。 与 xm 相关 联 . 
(3) 邻 顶 :同一 条 边 的 两 个 端点 叫 司令 顶 . 
(4) 邻 边 :与 同一 个 顶 相 关联 的 两 条 边 呀 微 邻 边 . 
(5) 环 :只 与 一 个 顶 相关 联 的 边 叫 铀 环 ， 
(6) 重 边 :Ce1) = We tes) = dV 则 称 €1 与 ey 是 重 边 . 
{7) 单 图 ;无 环 无 重 边 的 图 ， 
(8) 完全 图 ; 任 二 项 丝 相 邻 的 图 , 记 之 为 K,. 图 1.5 是 上;. 
(9) 二 分 图 :VG)= 久 UY,XXN 们 Y= 闻 , 且 XX 中 任 二 项 不 相 邻 ,Y 中 任 二 顶 
不 相 分 , 则 称 G 为 二 分 图 ;车 X 中 每 个 顶 丝 与 Y 中 一 切 项 相 邻 , 则 称 G 为 完全 二 
分 图 , 沁 成 及, , ,其 中 到 =|XX| ,n= |Y1. 例如 图 1.6 是 民 ;，. 
(10) 星 :天 ,叫做 星 ,如 图 1.7. 


(11) 完全 分 图 :VCG)= 昌 Vi 区 站 风 = 好 , 尖 11 当 且 仅 当 两 个 项 不 在 同 
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一 -个 Li 中 时 (二 1,2,…,7) ,此 二 项 相 邻 , 则 称 图 fr 为 了 分 图 , 记 成 Km i 


其 中 | = 一 11.2, 着 21 二 ms 二 二 二 mp,; 则 记 成 K,,;. 图 1.8 
是 Ks. 


图 1.7 Klis 图 i.8 Ka 


(12) 顶 的 次 数 : 记 成 do) ,定义 dv)=dy(v}+27(wv), 共 中 dtw) 基 与 
2 相关 联 的 非 环 边 数 ,i{v) 是 与 v 相关 联 的 环 数 . 

例如 , 兵 , ;中 每 顶 皆 3 次 ,Ky 中 每 贷 省 6 次 ,KK， 中 每 项 禹 ,一 1 次 .由 各 硕 次 
数 可 以 算出 网 的 边 数 ， 

定理 1.1(Euler,1736) > cf oz)=26， 


me 


1.2 图 的 基本 概念 -了 - 


证 定义 限 数 
] ， 0 EElC), 
| ve (0) 
10， 备 则 ,= 1,2,… ,y= 1,2,, yb. 


dlv,) = > Elvi vj), 
+=1 


[a 


1 1™%1 
Ydlvw) = ED 
r-] lJ-11 


Ev) +t Elvi 0) +t 
+ 有 (za yi 十 Emo 
{E+ ACU) 0 = 2e, 
当 图 G 不 是 单 图 时 ,只 要 把 每 一 牙 与 重 边 上 "能 人 "一 个 新 项 , 则 相似 地 可 证 
出 人 cfzy=2E. 证 毕 . 
“上 述 证 明 无 非 是 "每 边 两 个 头 ", 一 共有 2e 个 线头 儿 的 严格 化 . 
推论 1.1 -…- 钢 中 奇 次 顶 总 数 是 自 数 . 
证 令 VIG)= 刀 UV ,其 中 V. 是 偶 次 顶 集合 , VY, 是 奇 次 项 集合 ,由 定理 
1 .1， 
(二 do) ~ 2E， 


P| 
ef VY 


- 


而 Syd(vw) 是 偶数 , 故 altv) 亦 为 偶数 ,但 V, 中 的 次 数 d (vw) 蕴 奇 数 , 故 | V,| 
rE LE 


必 为 偶数 .证 年 - 

例 1.2 晚会 上 大 家 握手 言 欢 , 试 证 担 过 奇 次 手 的 人 数 是 偶数 ， 

证 构 作 一 图 ,以 参加 晚会 的 人 为 硕 , 仅 当 二 人 握手 时 ,在 租 应 的 二 项 疗 加 一 
条 边 . 于 是 每 人 提 手 的 次 数 即 为 所 造 的 图 的 相应 顶 之 次 数 . 由 推论 1.1, 奇 次 顶 的 
个 数 是 偶数 ,所 以 握 过 奇 次 手 的 人 数 为 偶数 ,证 毕 ， 

例 1.3 空间 中 不 可 能 有 这 样 的 多 面体 存在 , 它 的 面 数 是 奇数 ,而 且 每 个 面 是 
奇数 条 线段 围 威 的 . 

证 ”如果 有 这 种 多 面体 ,以 此 多 面体 的 面 集合 为 项 集 构造 一 个 图 CG, 当 且 仅 
当 两 个 面 有 公共 边界 线 时 ,在 由 应 的 两 顶 间 连 一 条 边 , 于 是 | V(G)| 是 奇数 ,而 且 
d (ww) 是 奇数 ,wE V(G), 从 和 南 这 d (vw) 是 奇数 ,与 定理 1.1 相 违 . 故 这 种 多 面 


体 不 存在 .证 毕 . 四 
例 1.4 碳 氧 化合物 中 氧 原子 个 数 是 偶数 . 
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证 ”以 每 个 碳 原 了 与 侯 白 子 为 项 ,以 每 条 化 学 键 为 边 , 则 等 个 号 氧化 合 牺 的 分 
子 是 一 个 图 , 且 氧 原子 是 一 次 顶 , 碳 原 子 是 4 次 顶 ,由 推论 1.1. 分 子 中 和 气 原 子 个 数 
是 偶数 .证 毕 ， 

例 1.5 天 于 了 公斤 的 整 会 斤 的 重量 都 可 以 仅 用 一 些 3 公斤 和 5 公斤 的 两 种 
秦 码 来 称 量 . 

证 “只 和 希 证 明 对 任意 给 定 的 自然 数 n 实 8, 存在 二 分 图 G'” ,其 久 顶 子 集 有 1» 
个 顶点 ,每 项 皆 一 次 ,YY 顶 子 集中 的 顶 是 3 次 或 5 次 的 ， 

下 曾 用 数学 归纳 法 证 明之 . 

当 m=8 时 ,结论 显然 成 立 , 见 图 (Ce). 


x 2) 3 


了 (vt) 
图 (0) 
假设 对 于 G"* ,结论 已 成 立 ,之 8. 以 下 证 明 对 G*' ,结论 仍 成 立 .为 此 ,在 
GCG 的 XX 顶 子 集中 洪 加 一 顶 xz, ;由 归纳 法 假设 ,在 G* 的 Y 中 顶 是 3 次 或 5 次 
的 ,分 以 下 情形 讨论 : 
(i) 若 Y 中 皆 3 次 顶 , 取 yy ,yi,y3, 和 将 其 重合 成 一 个 顶 ya ,再 于 yw3 写 rti 
之 间 连 一 条 边 ,最 后 把 2 辟 开 成 两 个 5 次 顶 , 则 得 满足 要 求 的 G*'”， 
(ii) 若 YY 中 有 5 次 顶 , 设 4(y,)=5, 在 与 zi; 之 间 连 一 边 ,再 把 y 臂 开 成 
两 个 3 次 硕 , 则 得 满足 要 求 的 二 分 图 G**'" .证 毕 . 
以 后 我 们 把 dw) 三 的 图 叫做 次 正则 图 ,例如 妖怪 是 三 次 正则 图 ,我 们 也 
经 常 使 用 下 面 两 个 符号 : 
= Hin Ia (vw)!, 点 一 ax [dt vw, )|. 
下 面 给 出 两 个 图 同 构 的 年 义 . 
定义 1.2 与 日 是 两 个 图 ,存在 可 逆 映 射 
0: VIG) ~ VOH), 
¢: E(G) — E(H), 
当月 仅 当 (ee)=wv 时 ,ig(le))= 8(w)9(v), 其 中 yh 是 G 的 关联 了 是 数 ,yn 
是 日 的 关联 函数 , 则 称 图 G 与 日 间 构 , 记 成 G 宇 H. 


1.2 ”图 的 基本 概念 .9 . 


例如 ,图 1.5 中 的 二 个 赂 是 同 构 的 ,和 皆 与 K; 同 构 ;图 1.6 中 的 三 个 图 是 间 构 
的 ,和 皆 与 K;; 同 构 . 

关于 同 构 ,有 一 个 Ulam 猜想 ,至 今 尚未 解决 

Ulam 猜想 (1929);:G 与 日 是 两 个 图 ,i V(G);=1V(H)i,V(G)= |1w， 
wa VHD= i a Gv FH- 1 
H. 

{一 表示 从 图 G 中 删除 顶点 ,这 时 与 vz 相关 联 的 边 也 一 齐 删除 了 . 

例如 ,如 果 任 一 六 顶 图 态 , 每 次 删除 一 个 
项 分 别 得 到 与 攻 1.10 中 的 G ,GCC ,G，， 
G; ,Ge 分 别 同 构 的 子 图 , 则 五 与 图 1.9 中 的 
图 G 同 构 ;或 者 说 ,用 图 1.10 这 “六 张 牌 "在 
同 构 意 义 下 仅 能 重 构图 1.9 中 所 示 的 图 . mn ta 

还 有 --- 个 与 二 述 Ulam 猜想 相似 的 猜想 : 

若 G 与 厅 是 至 少 四 条 边 的 图 , 且 存 在 一 


Ds Ea, 


个 双 射 so:E(LG) wE( 万 ) ,使 得 G -ee 符 H- vs 
ole) 对 每 个 e€EE(G) 成 立 . 则 G 鱼 HH. 
这 个 猜想 亦 示 解决， 和 
Cl LF 1 Ca CO; Ge 
图 1].10 


定义 1.3 设 0G 是 一 个 图 ,L(G) 是 男 一 个 图 ,满足 VC(LCG))= EC(G)， 
LC) 中 琴 顶 相 邻 当日 仅 当 它们 是 G 中 的 两 条 相 邻 的 边 , 则 称 上 (5G) 是 6G 的 
边 图 . 

例如 ,图 1.11 中 夯 出 了 四 个 图 G,, Gi, G3, G4 和 它们 的 边 图 上 L(G)， 
LOG), LG}, L(G ). 

边 图 有 许多 有 趣 的 性 质 . 例 如 , 关 wwEFECG), 则 在 L(G) 中 ww 对 应 的 顶 的 
次 数 是 dwy+ dtv) 一 2, 其 中 da) 与 4(v) 是 项 ,wv 在 G 中 的 次 数 . 另外 ,还 有 
x 阶 边 图 的 概念 ,例如 Li(G)= 工 (0G) ,L(G)= 上 (L(G)) ,一 般 地 有 上 L"(G)= 


图 1.11 


LE 例如 图 1.12 中 ,G;,=L 上 L(t) ,Gs = L(G). 


图 1.12 


芒 任 两 图 如 安生 ,显然 L(G) 电 L(G;), 且 容易 证 明 : 旦 L(G) 当 且 仪 当 
C 是 一 个 多 边 形 . 


1.3 轨道 和 图 


本 节 仍 讨论 无 向 图 . 

定 党 1.4 在 左边 光 和 错 备 W = vone vies'''erv 中 ,e EE(G),i=1,2,",k,， 
omEVYCG) =0.12 有 昌 e=mw-uu, 则 称 克 是 图 6 的 一 条 道路 ,其 中 允许 
v= 名 或 e, = ,i 汉 j 称 vo 是 研 的 起 成 ,vi 为 W 的 终点 ,为 路 长 ,vw (1 i 二 
一 1) 称 为 W 的 内 点 ,各 边 相 异 的 道路 称 为 行 迹 ,各 顶 相 异 的 道路 称 为 轨道 , 记 成 
Pt wo ,vw). 起 点 与 终点 重合 的 道路 称 为 回路 ;起 点 与 终点 重合 的 轨道 叫 做 图 ,长 


1.3 轨道 和 图 11: 


的 网 称 为 & 阶 圈 , 4,% 岗 顶 的 距离 是 楷 & 与 v 为 起 止 点 的 最 短 轨 道 之 长 度 , 记 成 
dtu,v), 敬 存在 道路 以 u,v 为 起 止 顶 , 则 称 x 与 7 在 图 G 中 连通 ,G 中 任 二 项 组 
连通 时 , 称 G 为 连通 图 . 

定义 1.5 CG 与 3 是 两 个 图 ,有 HV(S)CVGG),E(S)CECG), 则 称 S$S 是 G 
的 子 图 , 记 成 SSG; 若 SSEG, 但 互 与 G 不 同 构 , 则 称 S 是 G 的 真子 图 , 记 成 SC 
CG; 车 S 刁 G, 且 V(S)= VYV(G), 则 称 S 是 G 的 生成 子 图 ; 若 SEG, 上 且 V(S)= 
V ,EL(S) 是 由 两 端 丝 在 V 中 边 构 成 , 则 称 S 是 由 Y 导 出 的 如 的 导出 子 图 ;将 S 
C60. 用 E(S)=E’,V(S) 是 FE' 中 边 的 端点 组 成 的 集合 , 则 称 S 是 由 王 导出 的 避 
的 边 导 出 子 图 ,Y 导出 的 子 图 记 成 S= GL VW ]; 兰 V(G)=U V .wm2*], 当 且 仅 当 
二 顶 同 在 子 集 Y, 时 ,二 顶 连 通 , 则 称 G[ VV]i=1,2,…, 多 是 忆 的 ww 一 wtG) 个 连 
通 片 ， 

C 连通 的 充 要 条 件 是 wtG)=1. 

显然 ,着 存在 以 & 与 v 为 端点 的 道路 , 则 存在 以 4 与 为 并 点 的 轨道 ; 闷 行 迹 
中 含 轿 ,但 回路 中 未 必 有 图 .例如 , 玉 ， 中 有 阿 路 HI VU V7 HU] VU) vi; 但 K, 中 无 圈 ， 

例 1.6 有 2k 部 电话 交换 台 , 每 台 至 少 与 个 台 有 直通 线路 ,证 明 任 两 台 之 
闻 呆 以 通话 ， 

证 把 交换 台 作 为 一 个 图 G 的 顶 , 仅 当 两 台 之 间 有 直通 线路 时 ,在 相应 的 两 
顶 间 连 一 条 边 , 于 是 图 G 有 24 个 硕 ,每 项 次 数 至 少 为 上 ,只 类 证 G 是 连通 图 . 设 
G 不 连通 , 则 存在 连通 片 人 ,| PIG | 入 , 在 G 上 ,次 数 最 大 的 顶 的 次 数 不 超 
过 天 -1 ,与 加 中 每 顶 次 数 至 少 为 上 相 违 , 故 G 连通 .证 毕 ， 

例 1.7 在 仅 两 个 奇 次 顶 的 图 中 ,此 二 奇 次 顶 连 通 ， 

证 ”如 果 图 G 中 怡 有 两 个 奇 次 项 xm, 但 在 G 中 这 两 个 奇 次 硕 x ,wv 不 连通 ， 
则 存在 6 的 两 个 连通 片 G 与 G; ,使 得 ze V{G),vE V(G;). 对 于 连通 图 GG， 
与 G, 谭 言 , 苷 有 1 个 奇 次 项 ,与 推论 1.1 相 违 .证 毕 ， 

定理 1.2 图 G 是 二 分 图 当量 仅 当 G 中 无 奇 团 ， 

证 ”不妨 考虑 G 是 连通 图 ,不 然 分 别 讨论 它 的 每 个 连通 片 . 

若 G 是 二 分 图 ,但 GG 中 无 圈 , 白 然 无 奇 同 . 若 避 中 有 圈 C= pv, 不妨 
设 避 毛 站 , 则 vy, …o 在 臣 集 会 中 ,v.04 ,Dh 在 集合 Y 中 ,其 中 
XUY= V(G), 由 此 可 知 上 是 偶数 , 即 C 是 偶 圈 . 故 G 中 无 奇 央 . 

若 心中 无 奇 圈 , 往 证 G 是 二 分 图 ,为 此 在 G 上 任 指 定 一 个 和 项 ,把 V(G) 划 
分 成 VIG)=ZUY, 其 中 

Z=1oittEYIG),， d(vw,w) 偶数 !， 
Y = V(G)-Z. 
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任 取 u,vEZ, 设 Pi(vo ,4) 量 从 vs 到 的 最 短 胃 ,了 P,(vwo,v) 是 从 mw 刘 > 的 最 
短 胃 , wu 是 P; 与 P; 的 最 后 -个 公共 顶 { 如 果 P;,P; 仪 一 个 公共 顶 wo, 则 i = 
vo). 出 于 Pitwo;) 上 Py(vw6 ,vw) 最 短 , 吉 Pl 上 的 一 段 Pi (vo ,wi) 与 P， 上 一 段 
Py (worstti) 等 长 , 且 是 从 v6 到 wi 的 最 短 轨 ,不然 Po ae) 与 PCww ,Jv) 还 订 以 
缩短 ,与 P,P; 的 最 短 性 相 违 .由 2 之 定义 及 u,vEZ 知 Pi 与 P; 之 长 是 偶数 ,从 
而 中 上 的 另 一 段 Pst ,#) 与 P; 上 的 男 一 段 Py( wi,v) 有 相同 的 奇偶 性 . 冰 & 
与 v 相 邻 , 则 Pl;U Py Uauv 赎 成 一 个 奇 圈 , 与 G 中 无 奇 圈 相 违 , 政 区 中 无 二 顶 相 
邻 ;相似 地 可 以 让 明 Y 中 无 相 妆 的 一 琐 , 由 二 分 图 定 六 ,G 是 二 分 图 .证 毕 . 

例 1.8 一 只 老鼠 在 3x3x3 的 立方 体重 料 块 上 吃 出 一 个 洞 ,这 个 澜 通 过 1 x 
1X 1 的 每 个 小 立方 体 和 蛋糕 的 中 心 , 它 从 大 立方 住 的 … 攻 咳 起 ,只 要 还 有 本 被 七 生 
过 的 1x1x1 的 小 点 心中 ,就 继续 向 前 咬 , 癌 这 只 老鼠 能 理 在 3x3x3 的 立方 体 中 
心 停 止 ? 假设 这 只 老鼠 是 从 一 个 1x1x1 的 小 立方 体 中 心 沿 与 侧面 垂直 的 方 同 向 
未 晓 过 的 小 点 心 块 晓 过 去 . 

解 ” 以 27 瑞 小 点 心 块 为 顾 集 V(G) 构 作 一 个 图 G, 仅 当 两 个 小 立方 体 有 公 
共 便 面 时 ,在 相应 的 二 项 之 间 连 … 条 边 , 青 把 3x3x3 立 方 笨 中 心 处 的 那 幅 1x1 
x1 的 小 立方 体 相应 的 顶 与 老鼠 开始 咬 的 那 由 1x1x1 的 小 点 心 块 相应 的 项 之 加 
连 - :条 边 ,这 时 令 3x3Xx3 立方 体 八 个 角 处 的 8 个 上 xix1l 小 立方 仁 以 及 六 个 出 
面 中 心 处 的 6 个 小 立方 体 组 成 X 集合 ,其余 的 小 立方 体 组 成 了 集合 , 则 X 集 仓 中 
的 顶 两 芮 不 邻 , Y 集合 亦 然 , 故 G 是 一 分 图 . 如 果 老 鼠 能 在 3x3x3 的 立方 体 中 心 
处 停 贸 ,周知 G 中 右 一 个 27 阶 团 ,此 与 定理 1.2 在 盾 , 故 老 罗 不 会 在 3Xx3X3 苹 
方 休 的 中 心 停止 . 

例 1.9 无 零 次 与 1 次 硕 的 单 图 中 有 圈 . 

证 ”由 于 此 图 局 中 无 零 次 与 1 次 顶 ,所 以 对 于 每 个 硕 v,d (vw) 之 2, 朋 存在 一 
条 最 长 轨 Pr Ho Wn) ttn 与 Ch 还 各 有 一 条 不 在 P(wo, vo) 上 的 边 与 之 关联 ,这 种 
边 的 罗 一 端 必 在 Pius ;v0) 上 ,不然 P(w6,w0) 还 可 以 加 长 ,与 P(wo，, wo) 最 长 相 
韦 ; 丁 是 造成 如 图 1.13 所 示 的 情形 ， 


< 


图 1.13 


使 G 中 有 团 . 证 毕 . 
例 1.9 中 使 用 的 上 所谓" 最 长 轨 " 技 术 以 后 还 会 用 ,是 图 论 论证 当中 的 常用 技巧 


1.3 轨 进 利 了 网 13: 


之 -. 

例 1.10 若 (是 连通 图 ,GG，V(GD)|<IV0G)|, 则 G 中 有 不 属于 局 
的 过 ee 的 -一 痛 属 于 YI1G ), 为 问 不 属于 V(G ). 

证 因 避 是 连通 图. 又 VIG TESTVICGC) 则 可 以 找到 2 和 YIG )， 
vE VC 存在 加 Po 从 站 出 发 沿 PIOaz) 前 进 , 遇 到 后 中 第 -- 硕 zw 为 
止 , 则 Pa yo 上 上 的-: 段 POny za 的 最 后 -条 边 即 为 题 中 所 称 的 边 =. 证 毕 . 

本 书 中 的 例题 , 有些 就 是 -个 定理 ,中 十 为 了 突出 重点 定理 ,把 一 些 定 替 以 例 
题 的 形式 号 出 , 读 省 可 以 从 例题 中 积 辕 一 些 结 论 , 在 论证 中 引用 .例如 , 例 1.10 就 
是 这 种 重要 例 塘 . 

例 1.11 GG 是 单 图 ,每 项 次 数 不 小 于 3, 加 G 中 有 偶 轿 . 

证 没 志 ww ws 是 心中 最 长 加 ,由 于 ca) 之 3 时 有 民 轨 方法 ”存在 
过 与 wo 相 邹 , 见 图 1.14. 共 i 与 7 中 有 奇数 ,例如 ,i 
是 奇数 , 则 由 ww ve… wo 甘 边 wow 合成 -~ 个 个 图 ,其 长 为 i+ 1; 右 i 与 ; 皆 侦 数 ， 
则 由 ww 与 达 Vor ,vo 合成 . -个 侦 图 ,其 长 为 j - :+2. 证 毕 . 


图 1. 14 


由 例 1.11 知 , 双 星 妖 怪 与 单 星 妖 怪 中 都 有 旭 团 . 

例 1.12 苍 必 是 单 图 ,每 夺 次 数 不 小 于 3, 则 G 中 各 图 长 的 最 大 公约 数 是 1 
或 2. 

证 只 从 证 G 中 各 图 长 巨大 于 2 的 公 因 数 .由 例 1.11,G 中 有 长 i+1,;+1 
和 ;一 ?+2 的 圈 , 欠 i+1,7+1,j 一 ?+2 有 公 因 数 上 >2, 则 上 可 除 尽 j 一 i(j >i)， 
于 是 上 能 除息 2, 与 坟 >2 相 违 . 证 毕 . 

定义 1.6 单 图 G 中 最 长 的 圈 之 长 称 为 该 图 的 周 长 ; 最 短 的 圈 之 长 称 为 该 图 
的 腹 长 ;两 顶点 间距 离 中 的 最 大 值 称 为 直径 , 记 成 a(G), 即 

dl) = maxld{(u,v) | avtE VO}: 
图 己 的 中 心 是 指使 max d(x ,二 min 的 项 4 


rt) = mn max d(w,v) 
YE Wit) 


称 为 G 的 半径 . 
在 图 1.15 的 图 局 中 ,wn 与 臣 网 个 寺 : 离 最 大 的 项 对 ,dd (wj yi)= 了 , 故 


图 1.715 


dfiG)= 了 7 了 . 革 项 处 的 数字 是 所 有 其 他 各 顶 到 该 顶 距 离 的 最 
大 值 . xn 与 mm 处 的 数字 为 4, 是 这 些 数字 之 中 最 小 者 .由 中 
心 定 儿 ,wo 与 wo 荐 中心; 中 心 丰 一定 是 惟一 的 . 中 心 点 上 
标的 数字 4 即 为 半径 , 即 rtG)=4. 

单 星 妖怪 ,也 称 Perersen 图 ,网 图 1.16, 它 的 周 长 是 9， 
粗 实 线 标志 了 一 条 最 长 圈 , 围 长 是 3, 外 国 的 那个 正 五 边 形 
即 为 --- 个 最 短 疾 ;直径 是 2. 

冰 图 的 局 长 和 直径 是 图 论 中 的 难题 . 

定义 1,7 单 图 0 的 补 图 记 成 各 ,G" 是 这 样 一 个 图 ,YIG )= V(G), 当 且 
仅 当 在 全 中 遇 了 项 不 相 邻 时 ,该 二 顶 在 G' 中 相 邻 . 

例 1.13 单 图 G 与 其 补 图 不 能 都 不 连通 . 

证 由 于 GG 与 GG 的 相 补 性 , 员 旬 证 G 不 连通 时 , GG 是 连通 的 . 设 天;， 
Ga 的 连 道 片 ,w 户 1, 任 取 嫩 的 两 个 顶 u wv, 若 ,VvE VG),1 扩 1 所 
由; 没 吉 涉 在 GG 于 的 斋 .由 于 > 上 ,所 以 是 存在 的 .于 是 ww ,ww (0 ), 即 
丰 避 中 凡生 vw 连 遂 . 共 &,w 分 居于 GG 的 两 个 连通 片 G, ,GG ,1 过 [ 过 gg, 则 wv 
CO ,uw 与 vo 在 G' 中 你 连通 ,由 点 与 6 的 任意 忻 , 知 G 是 连通 疼 . 证 毕 . 

例 1.14 术 长 为 nn( 白 然 数 ) 的 立方 体 被 与 它 的 向 面 平行 的 平面 切 成 x’ 个 单 
位 立方 体 ,其 中 有 多 少 对 公共 项 点 不 多 于 2 的 单位 立方 体 ? 

解 ” 以 单位 立方 体 为 项 , 仪 当 二 单位 立方 体育 公共 侧面 时 ,在 此 二 顶 同 加 一 
边 , 构 让 个 图 GG 的 边 数 妈 为 所 求 .G 的 边 数 为 

3n {no1}. 


图 1.16 


市 氏 :的 边 数 是 


“1 .4 Brouwer 不 动 点 定 埋 ”13 。 


一 -一 一 一 -一 一 一 一 -一 - - 一 一 一 玫 。 


3 Cn — 1). 
航 G' 的 边 数 是 
n(n - 1) 37 (人 二 二 Fn “3 


即 公 共 质 点 不 多 于 2 的 单位 立方 体 对 数 共计 
1 


Tn 一 Fn + 3n°. 


- l .二 Brouwer 不 动 点 定理 


莉 扑 学 中 有 一 个 善 名 的 Brouwer 不 动 点 定理 : 若 用 A* 表示 平面 上 的 一 个 三 
角形 贿 成 的 闭 区 域 ,上 是 4” 到 自身 的 连续 映射 , 则 f 至 少 有 一 个 不 动 点 , 即 存在 
点 PE ,使 得 (Po) = Po. 

这 个 定理 的 证 明 并 不 简单 ,在 拓 孙 学 中 为 它 要 敌 不 少 准备 知识 才 得 以 证 天. 型 
在 我 们 用 图 论 方法 给 这 个 定理 一 个 十 分 巧妙 的 新 证 明 , 下 面 的 证 明 提 示 我 们 ,图 论 
这 种 离散 理 沦 也 可 以 解决 茶 些 重 要 的 连续 系统 中 的 问题 . 

省 先 把 4A” 剖 分 成 若干 小 三 角形 区 域 , 即 

4=Ui， 8 0 82 的 面积 为 鹤 
把 A* 的 :个 项 点 分 别 标志 为 0,1,2， 每 个 7 的 顶 也 用 10,1,2i 中 的 数 标志 . 若 5 
的 硕 PP 在 A 的 边 上 ,是 A? 的 这 条 边 端 点 之 标号 为 上 与 jp ,6, 的 项 已 也 标志 上 或 
请 , 称 此 种 标志 为 正常 标志 ,在 正常 标志 中 小 三 角形 5 的 二 项 分 别 标志 0,.1.2 时 ， 
称 全 为 正常 . :角形 , 见 图 1.17(ay)， 


1 tb+ 
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证 记 涡 为 A 的 外 部 无 穷 区 域 ,57 ,这 ,…,6% 是 A? 进行 二 角 章 分 得 到 的 
三 角形 子 区 域 .以 | 党 ,人 襄 ,…' ,5 为 顶 集 造 一 个 图 如 ,对 于 ;与 皆 非 党 的 情形 ， 
仅 当 部 与 全 有 公共 边 甘 此 边 端 点 标志 为 0 与 1 时 , 才 在 此 二 厌 间 连 -一 边 , 对 于 5 
与 人 (i 站) 的 情形 , 仅 当 全 的 0-1 标志 的 边 落 在 A“ 的 0-1 标志 的 边 上 时 .在 顶 
人 与 0 间 连 -…- 边 , 见 图 1.17(B). 

由 于 上 述 图 G 中 奇 次 顶 的 个 数 是 偶数 ,如 如 dt 高) 是 奇数 , 则 4 《61)， 
qd ),-…,d(82) 中 有 奇数 个 会 次 而 , 浆 4 人 和 67) 之 3,1=1,2, ,mM. 苍 高, 总,…， 
5 中 的 闸 次 顶 是 -- 次 顶 .而 仅 当 如 是 止 常 二 角形 时 ,4 (8%)=1, 所 以 止 常 二 角 虹 
有 奇数 个 . 

下 证 4( 引 ) 是 何 数 . 曾 实 上 ,qa(63) 是 A* 上 0-1 边 上 以 0 与 1 为 问 点 的 小 区 
间 的 个 数 . 当 A? 的 这 条 0-1 边 之 内 点 无 任 条 小 三 角形 之 硕 时 ,qd(65)=1, 是 奇数 . 
当 A? 的 这 条 0-1 边 内 有 小 三 角形 之 项 时 ,由 于 标志 是 正常 的 , 则 这 种 小 二 角形 在 
A? 的 这 条 0-1 边 上 之 端点 标志 为 0 或 1. 这 时 又 有 两 种 情形 , (i) 在 4 这 条 0-1 边 
上 的 小 三 角形 之 顶 皆 标 志 0 或 告 标志 1, 则 of)=1, 0 在 4 这 条 0-1 边 上 的 
小 三 角形 之 硕 点 标 0 与 标 1 都 有 时 ,我 们 把 端点 标号 一 样 的 小 区 间 收 缩 成 一 眠 , 标 
号 不 变 , 则 47 的 这 条 0-1 边 上 的 标号 序列 为 0-1 交错 列 010101…01, 这 里 出 现 奇 
数 个 以 0,1 为 端点 的 小 区 间 , 故 df 6n ) 为 奇数 .证 毕 . 

定理 1.3(Brouwer) 是 A* 到 自己 的 连续 晓 射 , 则 郑 在 PE A, 使 得 
AP,)=P',. 

证 P,Pi,P; 是 A 的 三 个 顶点 , 则 ¥PEA ,可 以 写成 


P= aoPs t+ aPl + aiP;, 


则 a. 守 0，》， a, =1, 其 中 的 ,P,Pi,P; 是 一 维 向 量 ,县 记 


P= (Causa1, 02), AP) 一 (aoya1yG2)， 


$$， 二 ansarsda) {ao,.ar,ds) E A,aal, i=0,1,2. 
如 果 能 让 出 
po 站 号 1 站 S» 下 他 ， 
2 2 
则 存在 {ao ca,asjE Ss 站 Si 站 $3 县 a 所 a 171=0,1,2; 2 es > 二 |， 
rt i 
页 必 有 av=ayai=atyae2se 即 了 有 不 动 点 . 
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下 证 内 S, 关 名 .事实 上 ,考虑 4? 的 正常 标志 的 二 角 测 分 ,使 得 标志 ; 的 每 个 
顶点 属于 S ,i=0,1,2.A° 于 和 性 一 点 P=(a0aa), fF(P)=(avn,a ,a' 2 1) 时 ， 
存在 一 个 3 ,使 PES ,及 aa>0i 否则 当 每 个 w >0 时 ,aa ,之 a,., 丁 是 > a 


1 一 必 


> > 2 , 政 盾 .各 一 个 -= -用 形 项 点 PES 日 wa 2>0 时 ,PP 标志 志 7 ,这 种 标 志 是 正 


党 标点， 例如 A7 的 顶点 已 (i=0,1,2) 有 a,=1, 故 P.ES,, 标 成 i 在 2 的 PP 
边 上 各 点 的 a; =0, 我 们 只 能 把 这 边 上 的 点 标 以 0 或 1; PoP; 边 上 的 点 回 再 只 能 标 
志 0 或 2; PP 上 的 点 只 能 标志 或 2, 故 是 正常 标志 . 

由 引 理 知 ,至 少 有 一 个 正常 三 角 肛 ,其 顶点 分 别 属于 S60,S,,S;. 我 们 使 前 分 
无 限 变 密 , 旦 小 一角 形 中 的 最 大 直径 足够 小 , 则 有 分 别 在 So ,Si ,5: 中 的 三 个 点 ， 
两 两 相距 呆 以 任意 小 ,又 f 是 连续 的 . 故 So,Si, Ss 是 团 集 . 于 是 S,11S,[15; 关 
人 .证 毕 . 


1.5 求 最 短 轨 长 度 的 算法 


算法 是 一 种 有 穷 规 则 , 它 规 定 何 时 应 做 何 种 操作 . 应 该 把 算法 理解 成 -种 有 姿 
的 行为 序列 ,未必 嘴 通常 的 + 一 xX :并 力 戌 微 积分 运算 等 计算 这 程 . 

下 面 通过 -一 个 具体 的 问题 之 算法 来 理解 算法 的 表述 和 有 效 性 . 

若干 城市 被 铁路 网 连通 ,任意 指定 其 中 甲乙 两 座 城 市 , 试 求 出 从 甲 到 乙 晤 近 的 
铁路 路 疆 . 

把 这 - -实际 问题 化 成 图 论 模型 如 下 ， 

把 这 些 城市 设 为 顶点 , 仅 当 两 城 间 有 - 段 铁 蹄 ,而 这 段 铁路 中 途 无 其 他 火车 
站 , 则 在 相应 二 顶点 间 连 一 进 . 如 此 构 作 一 个 图 G; 对 每 条 边 “E EF(G), 赋 了 一 
“权重 ”role) ,zele) 表 示 。 的 长 度 , 得 到 加 权 连 通 图 G, 设 广 u,vw) 是 GG 中 以 ,wv 
为 端点 的 胃 集 合 , 用 WLP{w ,vv)) 表 示 轨 Pw,v) 上 边 权 之 和 , 肥 


WiP(lu,v))= » ,wey 


ep 


我 们 的 日 标 是 求 多 ao) 中 的 一 条 轨道 Plu， 站 使 得 


WPtasv)) = mn WiP(la,v))|, 
Plu, tiE ,nl 


英 把 
min ,| WP(lu, vw))! 


Piwiw)l 记 站 


称 为 顶点 下 与 的 距离 , 记 成 d(u ,TT ). 
有 许多 实际 问题 ,其 数学 模型 与 上 述 最 短 轨 问 题 的 模型 一 致 .1959 年 ,荷兰 著 
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名 计算 机 专家 Dijkstra 给 出 了 求解 最 短 轨 问题 的 一 个 好 算法 . 所谓 好 算法 ,就 是 完 
成 算法 所 耗 用 的 时 间 不 超过 事先 瘦 定 的 以 图 的 顶 数 与 边 数 为 变量 的 一 个 多 项 式 
Plv,e). 好 算法 也 称 有 效 算法 ,有 好 算法 的 问题 称 为 P 类 问题 . 

Dijkstra 算法 : 

(1) a ,vv 不 相 贸 时 , 取 (uv)= oo， 

(2} 令 jnu0)=0: 10)=0%, vu So = an ?= 0. 

(3) 对 每 个 人 S ,用 


图 1.18 


1.6 图 上 博弈 * 19 ， 


minii(vw), tu) + wuv)! 

替代 (vw); 设 ,是 使 1 (4) 取 最 小 值 的 VY(G) -5 中 的 顶 , 令 S = SS;U 
| 本 上 

(4) i=v 一 1,; 止 ; 若 i 所 bv 一 1, 用 i+1 代替 i, 转 (3). 

容易 看 出 ,算法 中 的 52 ) 就 是 uo 到 上 & 的 距离 .由 于 G 是 有 限 图 , 故 有 限 步 又 
之 后 ,可 以 逐次 得 出 wo 到 每 个 顶 的 距离 , 即 求 得 项 ww 到 各 项 的 最 短 轨 之 长 ,而 且 
还 可 以 在 算法 的 执行 中 标志 出 从 wo 到 各 项 的 一 条 最 短 轨 , 见 图 1.18 中 的 粗 实 
线 . 

IJijkstra 算法 的 耗 时 为 DO(| v1 ), 是 有 效 算法 . 

图 1.18(b) 中 各 项 处 的 数字 是 !(z) ,各 边 旁 数字 是 wr(e) , 粗 实 线 给 出 从 mm 
去 各 项 的 一 条 最 短 轨 ,项 标 达 z) 是 ~， 到 xz 的 距离 .图 1.18(a) 一 (hh 显示 了 PDijk- 
stra 算法 对 这 个 具体 加 权 图 的 实施 过 程 . 


1.6 图 上 博 蛮 
1.6.1 完全 图 上 的 星 博 弈 


星 是 指 只 有 一 个 次 数 大 于 1 的 项 vw ,其 余 顶 的 次 数秒 为 1 的 图 ,图 1.19 中 夯 
的 是 性 类, 栋 为 性 心 ， 

甲乙 二 人 在 完全 图 和 ,上 博弈 : 首先 中 用 
绿色 把 K, 的 一 条 边 上 色 , 接 善 乙 用 红 芭 染 其。 
的 区 -条 无 色 边 ,如 此 甲乙 交 赫 地 对 K, 的 无 
色 边 进行 着 色 , 甲 用 绿色 , 乙 用 红色 . 苛 甲 内 染 
了 nn 条 边 , 便 得 到 -个 绿 星 1, , 甲 赢 .否则 甲 
输 乙 赢 . 甲 能 取胜 的 最 小 值 p= pin) 称 为 兵 。 
的 成 功 数 , 记 之 为 A(K'.,) .成 功 数 显然 是 存在 
的 ,例如 户 = ?27 时 , 甲 愉 下 ;, 上 选 一 硕 wo 作为 
他 和 欲 成 功 的 星 心 ,不 论 乙 如 何 破坏 (把 -- 些 边 染 
红 ) 也 阻止 不 了 甲 从 与 wo 关联 的 2n 一 1 条 边 
中 染 绿 条 边 .如 果 甲 不 选 定 星 心 , pp 的 最 小 值 图 1.19 
还 可 能 更 小 些 . 

公式 上 AC(K,,)=2n 一 1 《9 之 2). 

证 甲 首先 染 电 绿 边 uv, 设 己 第 一 次 染 出 红 边 为 ey ,不 妨 设 x 不 与 eg” 关 
联 , 妈 ey 的 端点 中 没有 &. 事实 上 e8' 了 uw ,eg 的 两 个 端点 中 至 少 一 个 个 是“ 
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也 不 是 wv. 由 于 在 K;. 1 中 iw)=2n 一 2, 中 到 为 星 心 ,他 可 以 继续 染 出 一 1 
条 绿 边 ,与 第 一 条 绿 边 一 起 , 甲 获得 了 一 个 绿色 Ki.,. 
在 KK; 中, 乙 可 阻止 甲 业 出 绿色 Ki., ,证 明 如 下 : 
任 取 wvE VCK,,.3) ,由 于 Ks,- ;中 ， do) 二 24 一 3, 己 赦 意 使 es, 与 nv 相 令 ， 
即 汞 边 有 一 公共 顶 ,不 妨 设 eh = ze, 这 时 与 关联 的 无 色 边 尚 有 (2n 一 3) 一 2= 
2n -5 条 . 接 下 去 乙 采 用 “ 甲 染 一 条 与 v 或 & 关联 的 边 , 乙 随 即 染 -一 条 与 v 威 x 天 
联 的 边 " 的 对 应 破坏 策略 ,这 和 样 , 申 至 多 再 染 出 与 wv 关联 的 nn 一 2 条 绿 边 .所 以 甲 不 
能 以 v 为 星 心 得 到 绿色 KK,， ;车 甲 选 x 为 星 心 ,在 甲 第 二 次 染色 前 , 与 x 关联 的 无 
色 边 为 (2n -3) -1=2n -4 条 , 甲 最 多 再 染 绿 其 中 n -2 条, 亦 不 能 获得 绿色 
KK . 甲 为 了 只 染 条 边 ,只 能 选 a 或 w 为 星 心 ,可 见 在 玉 ;, -上 围 在 乙 的 破坏 之 
下 已 不 能 成 功 一 个 绿色 Ki.，. 答 此 知 ACK).,)=2n 一 1(n 实 2) .证 毕 ， 
如 果 不 限制 甲 染 的 边 数 , 甲 在 居 , 上 能 染 成 Ki 时 上 记 的 最 小 值 记 成 a(K..)， 
显然 <(CKi ) 写 ACK1.,) 例如 
a(Ki) = 2= A(KI), alKis)= 3= A(K,.2), 
al Ki3) = 53= A(K1.3). 
然而 存在 a{ Ki,)<A(K1.,) 的 现象 ,例如 A(K.1)=8…1=7, 但 有 
公式 2 alKl,)=6. 


四 oa 证 甲 可 使 Ke 上 经 甲 两 次 染色 , 乙 次 
® @Y 7/1-@) 染色 后 出 现 一 条 长 3 的 彩色 轨 , 不 妨 设 它 是 
、* vsviv4vs .图 1.20(a) 中 实 线 为 绿色 ,虚线 为 


Gf | 轿 红 色 ;这 时 乙 必然 选 与 m 关联 的 一 条 无 色 边 ， 
OO @Y ”把 它 染 红 ,不 然 甲 则 会 以 v 为 星 心 而 成 功 一 
加 (hi 个 绿色 天 ,,; 但 甲 三 个 动作 乙 三 个 动作 之 后 ， 


利 可 使 出 现 图 1.20fb) 的 形式 .之 后 , 甲 把 按 
tt 绿绿 ,使 vw, 与 v3; 处 各 与 两 条 绿 边关 联 
而 不 与 红 边 关联 .这 时 ,不 论 乙 如 何 行动 , 甲 可 以 继而 在 w; 或 v3 处 造成 只 与 三 条 
绿 边关 联 但 不 与 红 边 关联 的 形势 ,这 时 ,不 论 乙 怎 么 办 , 甲 都 可 以 在 vw; 或 v; 处 二 
条 绿 边 的 基础 上 再 染 出 第 四 条 绿 边 与 之 关联 而 得 到 绿色 到, 

在 天, 上, 甲乙 各 三 个 动作 之 后 , 乙 总 会 使 K, 的 每 顶 外 出现 至 少 一 条 红色 与 
之 关联 ,从 而 绸 无 成 功 KK, ,的 希望 . 故 知 a(K1s)=6. 证 毕 ， 

afK =? a(lK,s)=? 等 等 ,请 读者 思考 之 . 


图 1.20 


1.0 全 上 博弈 :“ 2] ， 
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1.6.2 完全 二 分 图 上 的 星 博 弈 


把 1.6.1 中 的 K, 换 成 K,,, 考虑 甲乙 的 相似 的 博 塞 , 且 把 a {Ki,) 与 
六 (Ki 分 别 写成 a,(K1.) AstKi.,), 肢 标 2 表示 在 完全 一 分 图 上 的 博弈 . 

公式 3 4 天)=28 一 2 {n>2). 

证 设 甲 在 KK,,.;2,_-2 上 第 一 次 染 出 绿 边 wv , 乙 第 一 次 染 出 红 边 es' ,不 妨 设 
下 不 与 ey 相关 联 . 于 是 甲 确定 & 为 星 心 ,在 ,220,_ ;中 (ww)=2n 一 2, 故 甲 果 


以 继续 染 出 1+ | <” 二 | = 工 条 绿色 过 与 相关 联 ,成 功 了 一 个 绿色 Ki， 


在 玉 ;,，;3， 1 上, 甲 第 一 次 染 出 绿 边 uv, 乙 使 第 一 条 红 边 ef 与 相关 联 , 设 
eg = wre, 这 时 ,与 多 关联 的 无 色 边 只 剩 下 (2n -3)-2=2n 一 5 条 ,与 wu 关联 的 无 
色 边 为 2n -4 条 .下 面 乙 执行 " 甲 染 一 条 与 或 4 相关 联 的 无 芭 边 时 , 乙 随 即 也 染 
一 条 与 或 相关 联 的 无 色 边 "之 对 策 , 这 样 甲 最 多 再 染 出 与 v 或 w 相关 联 的 一 
2 条 绿色 边 , 与 wv 合 起 来 也 只 有 - ! 条 绿 边 , 甲 得 不 到 K;., ,又 限定 时 只 能 染 
条 绿 边 ,所 以 A,{K,,)=2n 一 2. 证 毕 . 

公式 4 witK;,)=5, 

证 ”如 图 1.21, 在 上; ;上 , 巾 连 续 染 绿 六 yy, yi ry, YT 这 一 条 边 ,之 相 继 
染 红 的 二 条 边 中 必然 有 两 条 与 yi 关联 ,不 然 甲 可 染 出 绿色 Ki ,以 1 为 星 心 .于 
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图 1.21 


是 当 乙 染 完 第 三 条 红 边 之 后 ,出 现 两 个 顶 ,这 两 个 顶 都 无 红 边 与 之 关联 ,而 各 与 一 
条 绿 边关 联 . 不妨 设 这 两 个 顶 是 ri , ra ,这 时 了 = | ,254 中 尚 有 一 个 
无 色 顶 ,不 妨 设 它们 是 ,ys ,ys 接着 甲 把 xiy 染 绿 , 乙 随即 不 得 不 当红 一 条 与 
x， 其 联 的 边 , 下 面 申 来 绿 zx; v ,使 x; ,ys 两 顶 都 不 与 红 边 关联 ,只 各 与 两 绿 边 相 
关联 , 乙 只 能 破坏 zx， 与 yz 两 顶 之 一 ,使 其 不 仅仅 与 绿 边关 联 .最 后 甲 利用 为 一 个 
只 与 两 绿 边 关联 的 顶 为 星 心 ,那里 还 有 三 条 无 色 边 与 之 关联 , 甲 是 " 先 手 ,可 以 抢 
到 两 条 谍 色 边 , 使 之 染 成 绿色 ,而 成 功 一 个 绿色 Kl.,， 
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在 KK, :上 ,显然 乙 有 破坏 甲 的 策略 , 故 得 aif 攻 4 证 毕 . 
ar(K,s)=? ast Kie)=? 等 等 ,请 读者 思考 . 
和 公 藉 汪 ai(K, ww) = 16. 
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在 Kiow 中 , 革 = Try y= joy 3 甲 末 出 第 一 条 绿色 
边 , 乙 染 出 第 一 条 红色 边 之 后 , 甲 选 一 个 与 绿 边 相 关联 而 不 与 红 边 关联 的 项 ,不 妨 
设 它 是 r， , 甲 采用 持 猎 夷 与 r, 关联 的 无 色 边 成 绿 边 的 策略 ,直至 x, 关联 的 万 色 
廊 耗 尽 为 止 .于 是 x 与 9 条 绿色 边 7 条 红色 边 相 关联 ;在 Y 中 ,至 少 有 7 个 只 与 
一 条 绿 边 关联 向 不 与 纤 边关 峰 的 顶 ,日 这 时 又 轮 到 甲 行动 , 围 选 一 个 Y 中 的 只 与 
一 条 绿 边 关联 的 而 不 与 红 边 关联 的 顶 , 不 妨 设 它 为 y;. 甲 持续 染 与 y 关联 的 尤 色 
边 , 甲 可 使 X 与 Y 中 各 有 5 个 项 ,只 与 -条 绿 边 关联 而 不 与 红 边 关联, 且 又 轮 到 申 
行动 :在 有 色 子 图 中 ,这 10 个 项 都 不 相 邻 ;由 于 a,(Ki.s)=5, 在 这 10 个 顶 为 项 的 
无 色 子 图 K; ;中 甲 可 以 成 助 -个 绿色 Ki, ;不 妨 设 此 Ki 之 中 心 EX 这 时 
Ki 中 已 出 现 上 。. 当 甲 在 无 色 子 图 ; ;中 实现 绿色 Kis 时 , 若 忆 从 上 述 尺 :.: 的 
一 个 项 ， 向 上 述 K; :之 外 的 一 顶 染 -- 条 红 边 时 , 甲 随即 从 a 向 此 天 :5 之 外 染 一 绿 


边 与 之 相伴 . 于 是 甲 可 继 得 到 绿色 K， 之 后 再 画 出 与 v 关联 的 | 了 > ] = 5 条 绿 


边 , 于 是 构成 了 绿色 天 ,mw、 

下 面 证 明 Ks 中 必 有 破坏 策略 ,使 甲 不 能 染 成 Ki.w. 若 甲 仍 能 完成 绿色 
Km, 则 申 先 期 在 Ks1s 中 男 出 过 某 个 Ki ,区 此 天 中 心 为 wv, 且 最 后 装 得 的 
kK, 的 中 心 也 在 w; 当 甲 画 出 中 心 在 vw 的 绿色 区 ;后 , 乙 画 一 条 与 v 关联 的 红 边 ， 


了 题 :3 


从 而 与 关联 的 无 色 边 至 多 15--5= 410 条 ;此 后 , 乙 坚 持 只 染 与 v 关联 的 无 色 边 ， 
则 甲 至 多 能 继 w 为 中 心 的 Ki 之 后 再 染 出 与 v 关联 的 5 条 绿 边 ,与 1 ,合并 ,得 
不 到 绿色 关 ， ,与 甲 能 成 功 及 ,ww 相 违 ,至 此 证 出 sa:(Ko)= 16. 证 毕 . 

作为 本 章 的 结尾 ,应 当 提 请 读者 注意 的 有 以 下 几 点 : 

{]) 我 们 在 图 论 中 研究 的 图 ,并 非 几何 图 形 、 工 程 图 或 美术 图 画 , 它 表达 的 仅 
仪 是 顶点 集合 上 的 … 种 二 元 关系 ,其 本 奈 是 抽象 的 ,我 们 之 所 以 画 成 图 示 , 只 是 为 
太 直 疯 示 意 ,或 者 认为 是 所 考 虚 的 图 的 同 构 物 .所 以 边 的 曲直 长 短 ,顶点 的 位 告 , 都 
没有 关心 的 必要 .它们 的 几何 性 陆 与 图 的 性 质 并 不 相关 , 即 图 是 --… 种 丘 扑 性 的 数学 
结构 . 

(2) 我 们 开头 讲 旬 图 论 是 从 七 桥 问题 与 哈密 顿 周 游 世 界 等 游戏 性 的 问题 起 家 
的 ,不 呆 不 加 分 析 地 瞧不起 游戏 性 的 数学 问题 ,它们 有 冉 可 以 成 为 -- 门 很 有 生命 力 
的 学 科 的 “种 子 ”. 当然 ,并非 -一 切 游 戏 性 的 问题 的 解决 都 有 如 此 重要 的 意义 .社会 
发 展 与 科学 技术 的 需求 或 日 依赖 的 程度 才 是 一 门 学 科 兴 误 的 决定 因素 .图 论 鲁 两 
百年 停滞 不 前 ,而 近来 则 高 速 进展 ,道理 兽 出 于 此 ， 

(3) 本 章 只 荐 图 论 的 开头 ,就 冒 出 这 么 多 术 语 和 定义 ,下 面 各 童 中 的 概念 与 香 
号 有 增 无 减 . 这 是 图 论 的 一 个 特色 ,而且 癌 -个 概念 中 的 术语 符号 往往 因 作 者 而 有 
异 . 所 前 看 来 符号 术 话 统一 的 可 能 性 不 太 大 ,只 好 各 自 为 政 了 ,本 书 尽 可 能 采用 学 
术 和 愉 较 为 流行 的 一 些 术语 . 

图 论 的 概念 为 数 其 多 ,未 必 和 肚 字 记忆 . 多 画 示意 图 ,从 正 反 两 个 方面 把 它 的 本 
质 与 易于 误解 的 地 方 摘 清 楚 也 承 是 本 . 

【4) Euler 公式 人 dtu) =2e . 轨 与 图 是 本 章 的 三 个 重点 内 容 , 轨 与 图 伺 是 
以 后 各 章 讨论 的 中 心 语 占 . 

(5) 本 章 给 出 Brouwer 不 动 点 定理 的 图 论证 明 , 显 未 了 图 论 方法 对 连续 统 中 
的 数学 疝 题 的 解决 亦 是 可 以 天 有 作为 的 ,而 且 可 以 解决 得 甚 为 直观 而 不 失 严 格 性 . 
我 们 应 当 有 试用 图 论 方法 解决 各 种 问题 的 自觉 性 . 

(6) 算法 是 计算 机 科学 的 中 心 ,本 章 通过 Dijkstra 算法 ,展示 图 论 算法 的 设计 
和 表述 方式 ,日 树 灾 有 效 性 观点 . Dijkstra 算法 本 身 就 是 解决 最 优化 问题 的 重要 工 
只, 我 们 应 当 明 了 其 思路 ,而且 会 用 . 

(7) 本 章 提供 了 不 少 习题 ,以 后 各 章 也 不 会 少 . 大 家 一 定 能 亲自 体会 到 ,与 数 
学 分 析 等 分 析 数 学 和 代数 儿 何 的 味道 不 一 样 ,图 论 代 人 公式 的 机 会 非常 罕见 ,每 个 
题目 都 要 求 我 们 动用 聪明 来 产生 思路 , 旦 进 行 严 窗 的 但 辑 论证 .不 少 题目 貌似 简 
朴 ,实则 团 难 .要 多 做 习题 ,积累 经 验 , 适 应 它 对 我 们 柄 敏 性 的 高 要 求 . 


习 题 
1. 举 出 两 个 可 以 化 成 图 论 模 型 的 实际 问题 . 
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2. 证 明 :ECG) | 所 {其中 G 是 单 图 ， 

3. 举例 说 明 yOG) 一 vi) ,eltG)=etH) 时 ,图 G 与 是 末 必 辐 构 . 

4， 别 出 不 同 构 的 一 切 五 项 单 图 . 

5, 若 NN 个 人 的 人 群 中 至 少 有 -个 大 未 与 每 个 人 握手 , 求 可 能 与 每 个 人 握手 的 最 记 几 人 ? 

6. 把 11.2,3,4,5: 任 划分 成 两 个 了 集 、 则 必 和 在 一 个 子 集 含 两 数 上 其 差 . 

7. 任 取 5 个 人 组 成 的 人 人群,n 室 2, 至 少 有 两 位 ,他 们 在 此 人 人群 中 的 朋友 一 样 名 ， 

3, 在 2ntn 实 2) 个 人 的 人 群 中 ,每 人 至少 有 "个 朋友 , 则 其 中 至 少 四 人 ,使 得 这 4 人 园 贺 桌 
而 坐 时 ,每 人 身 旁 蕴 他 的 两 个 明志 . 

9. 证 明 ; 图 1.23 中 两 图 与 Perteson 图 ( 单 星 妖 性 ) 同 构 . 


图 1.23 


0. 太 符 HH 当月 仅 当 存在 可 逆 映 射 
dV) WH), 
使 得 wwE EO) 守 29(w)EE E(BH), 其 中 避 与 日 是 单 图 


11. 对 于 单 图 Ge(O)= 了 DGSK. 


12. 求证 (a)e( K。.,) = mn,(b)G 是 完全 二 分 图 , 则 e( 0 了 [vy(G)] 


. 围棋 比赛 中 任 两 名 棋 手 至 多 只 赛 . - 盘 , 证 明 存 在 两 个 棋 手 ,他们 下 过 的 盘 数 一 样 多 . 
, 在 第 13 题 中 , 苦 ”位 选手 每 人 都 与 其 余 棋 手 比 赛 过 , 问 一 共 下 过 几 盘 棋 ? 
. -一 个 旅游 团 中 任 4 位 中 至 少 有 - -位 旅客 以 前 见 过 另外 一 人 ,证明 任意 4 人 中 有 1 人 他 
早 就 见 过 旅游 团 中 (至 少 四 人 ) 其 余 的 每 个 人 ， 

16, 求证 每 项 次 数 不 小 王 > 的 图 中 有 图 . 

17. nm 个 球 队 比 赛 ,已 赛 完 上 11 场 , 则 存在 -个 球 队 , 它 至 少 参 加 过 3 场 比赛 ,an 之 4， 

18，VwGEVwG 昆 公 - 端 在 内 的 边 数 , 且 V' 内 奇 次 顶 的 个 数 是 偶数 , 则 上 为 偶数 ,在 
则 去 为 奇数 , 试 证 明之 . 

19， . 些 摘 盘 歼 盖 了 平面 上 的 ?7 个 点 ,已 知 每 个 国 至 少 姜 住 其 中 n+ ] 个 点 , 斌 证 任 两 点 
能 连接 -一 条 曲线 ,此 曲线 可 被 一 些 圆 盘 覆盖 . 

20. 让 明 每 项 皆 > 次 的 连通 图 是 菩 . 

21. y&6 的 每 项 此 2 次 的 不 连通 图 是 否 存 在 ? 
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22. 每 顶 次 数 为 2.v= 扣 的 单 图 共有 儿 个 ? 

23. 以 分 量 为 0 或 1 的 上 维 向 量 集 为 顶 集 , 仅 当 两 向 量 只 一 个 同位 分 量 相 异 时 ,在 相应 一 
项 间 疾 一边, 所 得 之 图 称 为 维 立 方 体 ,kEN, 证 明 上 & 维 立方 体 居 2: 个 项 ,A241 条 按 的 二 
分 图 . 

24.， KK 与 KK ,是 什么 样 的 图 ? 坛 画 它们 的 图 示 . 

25. 若 GCC , 则 称 G 为 自 补 图 , 匣 出 一 个 自 补 图 , 且 证 明 若 G 是 自 补 图 , 则 fG) 害 4 除 
余 ! 或 恰 除 尽 . 

26. v=5 的 白 补 单 图 共 几 个 ”把 它们 熙 出 来 . 

27, 征明 每 个 ”项 单 图 与 天 ,的 一 子 图 同 构 . 

28. 让 明 KK, 的 每 个 导出 子 莉 仍 基 完全 图 . 

29. 证 明 二 分 图 的 子 图 是 一 分 图 . 

30. 给 出 一 个 .分 图 , 它 不 与 性 何 上 维 立 方 体 图 同 构 . 

31. 恒 知 避 昨 v4 的 单 图 ,15n 之 yy 一 1, 昌 如 的 一 切 n 顶 导出 子 图 边 数 相同 , 则 让 各 
K, 或 已 天 后 , 试 加 证 明 . 


.证明 6A 
33, 是 上 & 次 正则 二 分 图 ,GG 的 二 分 阁 项 划分 六 YO0) 一 XUY ,证明 [发 | 1 YY. 
3 . 地 二 | oT ! ; 则 称 四 wd dv} 为 人 了 的 次 数 序 剂 ,求证 ; 
Vd 必 偶 数 为 非 负 整 数 序列 中 ,d;,…,d, 为 图 的 次 数 序列 的 充分 必要 条 件 . 
: | 
35. 证 明 : (a)7,6,5,4,3,3,2 和 6,6,5,4,3,3,1 不 是 单 图 的 次 数 序 列 .{b) 车 di ,di ,不 


是 单 图 的 次 数 序列 , 且 吉之 心 沁 … 泣 四 ,出 > 4 屁 傅 数 ,日 对 Sh 


a kk 1) + Pl minlk, ad, : 


1 -+ 


36. 设 击 ,dd，…. dd 是 非 负 整 数 的 非 增 序列 , D 是 序列 4; 一 di 一 1 di 1 
J 

(a) di ,ds,….d。 是 单 图 次 数 序列 的 充 要 条 件 是 是 单 图 次 数 序列 

Cb) 写 出 一 个 由 单 图 次 数 序列 构 作 单 图 的 算法 . 

37. 证 明 :无 环 图 G 含 二 分 生成 子 图 万, 使 得 dfv) 之 本 de( 吕 对 每 个 wE VLG) 咸 立 . 

38. 证 明 : 任 二 点 相距 至 少 为 1 的 平面 点 集 fz, x;,…,x, 中 ,相距 恰 为 1 的 点 对 少 于 


da 
39. 壕 明 :G 的 边 向 有 se(G) 个 项 ， 3) 机 ， |] 条 过 |， 画册 K。 的 边 图 . 


TE 束 4 司 ， 
40. 证 明 : ;是 单 风 ,#5 守 有 , 则 CG 有 长 # 的 思 . 
41. 让 明 :G 基 连 通 图 当 且 仅 当 Ww(G) 的 每 个 分 成 两 个 非 空 子 集 Vi 与 Ya 的 划分 ,总 存在 
-和 过 , 它 的 两 请 分 别 属于 Wi 忆 Wi， 
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42. 著 局 是 单 图 ,> [ 和 下 G 是 连通 图 . 
43. 面 一 个 不 连通 的 单 图 (; ,使 得 0) > Re {", ) 


44. 证 明 ;车 GG 是 65>[ 亏 1 的 单 图 , 则 G 是 连通 图 ， 


45, 证 明 ;:{a) 背 EECOY ,由 一 ej 和 wi)41.fD) 若 EWE, 凤 wt) 竺 
ww 术 才 成 并 , 坛 举 扩 便 . 


46. 证 明 :车 如是 连通 图 , 旦 每 质 篆 偶 次 . 则 w(G - wj) 


47. 广 明 :连通 图 车 有 两 条 最 长 轨 , 则 -最 长 轨 有 公共 顶点 . 

48, 让 明 :C0n zc cfayt 其 中 neEwvIci 规 定 a 与 w 不 连通 时 ， 
dinT) = eo), 

49. 证 明 gf)>3, 则 dG) 所 3. 

50. 证 明 ; 若 是 单 图 ,dG)=2, A=4 -2, 则 之 2y 一 4. 

51. 若 已 是 连 遵 单 图 ,6 不 是 完全 图, 证 明 避 中 有 三 顶 # ,tw, 和 使 得 ww EE EtG wwE 
ECG) ,但 ua 人 ECG) 

5 . 证 明 : 若 eERftC) ,日 e 在 后 的 一 个 闭 行 迹 上 , 则 e 在 一 个 立 上 上 - 

53. 述 明 :32z>2 的 单 图 中 有 轿 ， 

54, 证 明 ; 若 G 是 单 留 .32 . 则 G 中 存在 其 长 至 少 为 8+1 的 图 . 

55. 试 证 : 围 长 为 4 的 次 正则 图 全 少 有 2k 个 顶 : 若 此 图 恰 有 zt 个 项 时 ,这 个 图 在 同 构 意 
党 干 是 惟 一 的 . 

56, 让 明 ; 转 长 为 5 的 点 次 正则 图 至 少 有 11 个 顶 . 

57, 证 明 ;iaje >y 时 ,图 中 有 轩 . (bje 衬 vw +4 时 ,图 中 有 两 个 无 公共 边 的 圈 ， 

58. yuu vv wu (6 个 城市 ,下 面 矩 阵 的 {i ,诱导 元素 是 员 到 % 的 机 票 票 价 , 试 
为 -个 旅行 者 制作 一 张 由 v1 到 各 城 去 旅游 的 最 便宜 的 航行 踏 线 图 . 
0 50 co 40 25 10 
is0 0 15 20 om 25 


25 oo 2 10 0 55 
0 25 oo 25 55 0 
59. 船 公 把 狼 . 羊 、 菜 各 -种 运 过 河 ,每 次 纵 能 运 走 一 宗 , 六 了 安全 ,不 能 狼 与 蔷 .、 羊 与 菜 无 
人 看 管 时 在 -起 ,如 何 运 送 最 为 省 时 ? 
的 . 今 有 8 上 厂 酒 装 满 - 瓶 . 另 有 恰 装 5 斤 与 3 厅 酒 的 空 瓶 各 一 只 , 试 平分 这 中 斤 酒 ,号 所 用 
时 间 最 少 . 
61. 证 明 ;EBrouwer 不 动 点 定理 证 明 中 的 Su ,SS .S$; 是 屠 集 ， 
62. 证 明 ;: 正 四 面体 到 自身 的 连续 肌 射 有 不 动 点 . 


> 期 ， 77， 


564， 今 有 个 药 箱 ,每 两 个 药 第 中 有 -种 柑 间 的 药 , 每 种 药 怡 在 两 个 药 箱 中 出 现 , 求 -共有 
多 消 种 药 ? 

人 证明 ;yn,， 一 上 1 1. 则 存在 wE V(tGY}, 使 得 diw) 3. 

65. 六 刁 估 打 卫 .每 个 人 部 与 其 由 5 个 大 合作 过 ;规定 四 大 中 必须 任何 两 人 皆 未 合作 过 者 
准许 在 :起 上 :局 ,这 样 只 打 了 二 局 即 无 纺 继 续 于 下 去 .这 时 进来 一 位 新 人 , 试 证 这 时 有 了 新 人 
参加 ，- 定 可 以 再 打 -局 . 

66. 从 天 ,中 删除 至 少 呈 条 边 , 才 能 得 芭 生 连通 疼 , 且 有 - -个 连通 片 舍 个 项 ,1 委 下 福王 

67. 证 骨 : 在 … 糙 人 中 ,每 两 个 相识 者 皆 尤 共同 的 熟人 ,每 两 个 不 模 识 者 公 有 两 个 共同 的 熟 
人 , 则 每 人 郁 有 加 样 数 有 内 的 熟人 . 

68. 在 -电路 中 4 ,8 两 点 间 连 接着 --- 些 电 限 , 问 至 少 要 多 少 电 阻 , 芷 样 连接 , 才能 使 得 作 
褒 损 坏 引 个 电阻 时 ,及 点 与 是 点 的 申 路 仍 连通 旦 木 短路 ” 

69. 侦察 发 现 , 敬 使 政 区 城市 o 与 局 同 的 铁路 变通 完全 中 断 ,全 少 要 炸 嫩 其 有 段 铁 路 .有 

-城市 要 与 上, 之 间 各 有 --- 段 铁路 ce， 相通 , 试 证 明 : 把 el ,e: 炸 毁 后 ,至 少 还 要 炸 杯 此 
1 段 铁路 , 才 会 使 np ,1 之 间 的 铁路 交通 中 断 

?44. 证 明 : 长 为 奇数 的 向 路 中 含 圈 . 长 为 手数 的 回路 中 一 证 含 痪 轰 ? 举 -- 个 反例 . 

7 了 1. 证 明 : 在 点 次 正则 图 中 ,是 偶数. 

72. 计时; 芒 局 是 连通 图 ,2,Es 则 已 中 至 消 有 了 两 个 … 次 折 . 

73. 让 明 :和 直 社 为 了 . 围 长 为 2 + 1 的 图 居 正 则 几 . 

74. 村 镇 若干 , 任 两 个 村 子 之 同 都 修了 公路 ,有 的 两 村 之 间 是 2 级 公路 ,有 的 两 村 之 间 基 四 
级 公路 ,规定 汽车 只 能 在 2 级 公路 上 行驶 ,拖拉 机 只 能 在 四 级 会 路 上 行驶, 问 是 百 乘 汽车 或 拖拉 
机 和 中 的 其 辆 车 , 即 可 达到 每 个 和 桂 于 > 为 什么 ， 

75. 2 并 (KI)-? 

76. 求 ut Ki 一 ? 


第 二 章 树 
2,1 树 的 定义 与 性 质 


玉 始 合 林 中 生长 着 的 每 一 榜 笃 都 可 以 化 为 统一 的 图 论 模 型 来 刻画 ,它们 的 数 
学 结构 有 如 下 的 定义 . 

定义 2.1 无 图 连通 图 称 为 树 .每 个 连通 片 符 为 树 的 不 连通 图 称 为 森林 ; 岗 上 
次 数 为 1 的 顶 称 为 叶 ; 如 果 一 个 树 荆 是 图 G 的 生成 子 图 ,或 称 荆 是 G 的 生成 树 ， 
GG 一 上 (了 ) 称 为 树 余 . 

树 这 -数学 概念 在 不 同 的 领域 有 着 广泛 的 应 用 .在 图 论 中 ,如 果 对 一 个 一 般 的 
图 的 猜想 不 知 是 否 成 立 ,往往 用 树 来 验 让 它 , 树 是 图 沦 中 最 简单 的 图 ,也 是 图 的 
峭 架 . 

图 2.1 中 画 的 是 由 23 棵 8 顶 树 形成 的 森林 . 画 全 只 有 9 个 项 的 所 有 酝 也 不 是 
一 件 容 易 的 事 ,年 往 会 画 重 或 尘 画 一 些 树 , 污 者 不 妨 一 试 ! 


一 一 一 一 人 
区 
一 


十 一 十 一 十 二 十 一 -让 
人 


图 2.1 


为 了 全 面 认 识 树 的 特征 .我 们 建立 树 的 等 价 命题 ,所 称 G 是 一 个 单 图 ， 
命题 A 6G 是 树 . 

命题 B GG 中 任 二 项 间 恰 有 一 条 轨 . 

命题 C_ 中 无 圈 ,s = 一 1 

命题 D 0 是 连通 图 ,se 一 v 一 1， 


2.1 树 的 定义 与 性 质 " 20: 

命题 GG 基 连 通 图 ,GG - e 不 连通 ,其 中 e 是 知 的 任意 -~ 条 边 . 

命题 F (无 财 ,G +。 恰 合 一 个 圈 , 其 中 。 是 任 一 不 在 ECG) 中 的 以 VEG) 
中 的 顶 为 疹 点 的 边 ， 

定理 2.1 命题 A,B,U,D,F,F 是 等 价 的 ， 

证 ”我们 来 证 明 A=>B=>C—>D=>t=>F—>A. 

(1) 态 二 B: 由 于 GG 是 笃 ,图 G 是 连通 图 , 即 ¥ ,wvE VC(G).G 中 存在 轨 
Pein,w) ,如 果 忆 中 从 到 ,4 述 有 男 - -条 轨 P (wu,w), 从 向 看 ,第 一 个 不 是 4 
的 襄 与 站 的 公共 顶 记 成 记 ; 则 Pta,v) 上 的 子 轨 Pta, 世 ) 与 PCw,%v) 上 的 子 轨 
P Cu,w) 轩 成 一 个 圈 , 与 {; 是 树 , 应 无 鸯 六 盾 , 可见 4 与 v 之 间 们 -条 轴 , 凤 入 
则 B. 

(2) BF>C: 若 C 中 有 团 口 , 则 此 圈 CC 上任 二 质 x,z 之 间 有 两 条 轨 , 与 B 相 违 ， 
故 中 于 网 . 

六 让 在 B 的 前 提 下 ,e = vw 一 1. 用 数学 由 纳 法 来 证 .对 于 v=2, 显 然 e=1,e = 
y -1 上 成立. 假设 对 于 vy 所 ,ee =v 一 1 忆 成 立 . 考虑 v= 上 + 1 的 情形 , 设 uw EE 
(OQ), 玖 碟 G = GG www. 由 BG 中 必 与 v 之 间 仪 一 条 轨 P(a,%)= wv, 战 避 不 
是 连通 图 , 昌 显 然 如 -只 有 两 个 连通 片 人 与 G;. 册 归纳 法 假设 得 

et = ro 1, {GG) = 一]. 
于 是 
e{0) = el) te tt- [ooy -1+[oG -11+1 
= v(t)+ vt(ra)— 1 
= v1. 
至 此 忆 成 江 , 即 B 则 CC. 

(3) C=>D: 反 证 , 若 G 不 是 连通 图 .CC ,Co 是 其 连通 片 ,w >1, 则 
01=12 oo) 足 无 轩 连 通 陨 ,它们 是 栓 , 由 4A 之 BC 类 EGG 一 上 
1 一 1.2.… ,由 ,于 是 


即 
人 
此 与 各 中 e=v-1 相 趟 .上 故 忆 是 连通 图 , 且 s=v-1, 印 避风 了 D， 
(4) 局 坟 EE; 只 欠 证 当 GG 是 连通 图 ,是 =y 一 1 时 ,G3 一。 不 连通 ,e EE(G). 
由 je -ee)=e(G)--1=v 一 2, 下 向 证 明之 v 一 1 是 连通 图 的 必要 条 件 .从 而 
导出 GG -ee 不 连通 . 
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用 数学 归纳 法 证 明 :去 G; 是 连通 图 , 则 ef) 之 以 G) 一 上 
对 于 ，=2, 这 时 se=1 满 足 s 关 vv 一 1. 
假设 y 过 不 时 ， 不 等 式 提 之 v(G)--1 成 并 .考虑 y= 二 +1 的 情形 , 设 
vi =kt1 令 GG=0 -vvEV(G'). 
季 局 二 (9 -名 仍 连通 ,由 归纳 法 很 设 ,e(G)= eltG 如) 之 上 一 1. 但 是 
el Ye -vtlk = v0)-1, 
于 是 得 
sf 1. 
= G9 一 不 连通 ,G wv 的 全 部 连通 片尾 G1 .GG ,这 1, 由 归纳 
法 假设 
E(w} 1, i= 2， 


于 是 
人 ( > 和 (yt )— 1), 
sf 0 一 2) 之 Be (人 -w= 处 一 ww， 
-| 
而 
elt jelt wv)+w, 
所 以 


si) 一 1 
至 此 让 纳 法 证 明 完 成 , 即 得 ]) 则 二. 

(5) E>F; 若 6G 中 右 圈 C, 从 (上 删 去 任 一 条 边 后 ,所 得 之 图 仍 连 通 , 与 EE 相 
违 , 故 在 上 的 前 提 下 ,GG 由 无 图 .下 让 如 +e 愉 有 一 个 圈 . 

上 事实 | 上 ,EE 已 宣告 G 基 连 遂 图 ,十 耐 又 证 出 上 G 中 无 是 , 即 A 成 立 .于 是 ,由 六 
-日 ,得 知已 中 任 一 质 w ,wv 之 间 愉 有 一 条 轨 P(w ,vw). 于 是 着 ce= wv 和 EC(G), 则 在 
G+e 上 上 出现 一 个 轿 Ptw ,Uav. 如果 如 + ww 上 有 两 个 圈 和 CC: ,由 于 加 中 蛛 
有 来 无 图 , 所 以 ec= zz 出 现在 与 CC 上 ,于 是 (G+e)-e 仍 有 . -个 圈 C,U Ce， 
条 中 无 闭 相 违 . 可见 GG +e 上 怡 -一 个 痢 , 即 天 则 下 . 

(6) F>A: YY.vEV(G), 若 uvE€ FE{G), 则 两 需 上 与 v 在 G 中 连通 ; 阁 om 
外 FCO), 由 天 G+ wv 恰 有 -个 圈 忆 ,从 而 (G+ wv) 一 uv= 上 G 中 存在 从 站 到 了 
的 轨 ,此 胃 就 是 C -aw, 即 顶 与 w 在 上 中 连通 .出 与 wv 的 任意 性 ,G 是 连通 
图 ,用 由 下 知 G 无 图 ,所 以 6G 是 树 , 即 F 则 A. 证 毕 . 

推论 2.1 GG 是 连通 图 的 充分 必要 条 件 是 G 有 生成 树 . 


2.2 生成 树 的 个 数 .31 


证 ”充分 性 不 足 道 .下 证 必要 性 , 若 G 是 连通 图 ,本 是 G 的 边 数 最 少 的 连通 
生成 子 图 , 则 YeeEREtT),T-e 已 不 连通 .由 定理 2.1,FesA, 即 全 是 树 .从 而 知 
连通 图 GG 有 生成 树 , 证 毕 . 

例 2.1 vy 实 ?2 的 树 本 至 少 有 两 个 时. 

证 由 于 本 挝 树 ,是 连通 图 ,所 以 丁 上 无 零 次 顶 .如 果 了 本 上 没有 叶 , 即 没有 1 
次 顾 , 由 例题 1.9, 工 中 有 了 蜀 , 与 是 树 蔬 盾 , 可 见 了 有 了 叶 . 若 个 只 有 一 个 叫 , 由 于 
e(T)=1(T)-1,X 2e(lT)= > d(v,)=2v( 耳 ) -2, 其 余 非 叶 顶 次 数 之 和 为 
2y( 了 ) -3, 但 其 余 的 -1 个 非 叶 闹 每 项 次 数 至 少 为 2, 次 数 和 至 少 为 2vf 下) 一 2 
>2vf 了 了 )-3, 记 盾 . 证 毕 . 

例 2.2 连通 图 G 的 无 图 子 图 是 G 的 其 个 生成 树 的 子 图 . 

证 ”不妨 设 和 不 是 树 ( 如 GG 是 树 , 例 2,2 显然 成 立 ), 则 6G 中 有 圈 CC. 设 全 
是 的 无 圈子 图 , 则 在 C， 上 有 -一 条 边 ei 不 在 丁 十 .于 是 G) = 人 (一 re) 仍 连通 ,用 
TT 是 ,的 无 轿子 图 . G， 上 的 图 数 比 G 的 图 数 少 ;由 6 葵 代 G 进行 上 上述 论证 .可 
使 G， 的 网 数 威 少 而 保持 连通 .但 仍 以 并 "为 子 图 ,如 此 弟 推 .由 于 G 中 图 数 有 限 ， 
所 以 最 后 会 得 到 一 个 网 G。, G。 连通 无 圈 , 自 TT 是 6G 的 子 图 ,而 G, 起 G 的 后 
成 树 , 于 是 T' 是 G 的 生成 树 G, 的 子 终 .证 毕 . 

例 2.3 了 与 T, 是 树 工 的 子 树 ,T 是 工 | 与 了 公共 边 端 点 形成 的 硕 子 集 
的 导出 子 图 , 则 了 : 也 是 树 . 

证 了 中 显然 无 图 ,只 欠 证 T, 是 连通 图 . 任 到 两 点 wvE VAT3), 则 ,vw 
EV(T),usvEV(CT,), 在 TT 上 有 惟 : -的 轨 P,(u,w), 在 丁 上 有 惟一 的 轨 
Plauso);Pla,v)s Pr (uv) 是 二 上 的 轨 . 所 忆 P(ta;v)= Ptw ,vw), 团 
P {a ,vw) 上 的 边 亦 是 了 ,上 的 边 .从 调 P (u,v) 是 了 的 子 图 , 即 了 上 ww 两 
项 连通 .由 a 与 v 的 任意 性 知 T 连通 .证 毕 . 


2.2 牛 成 树 的 个 数 


质点 已 标志 的 连通 图 ,除非 它 本 身 就 是 一 棵 树 , 否 则 它 的 生成 树 不 惟一 .… 般 
是 很 多 的 ,例如 一 个 小 小 的 及, 竟 有 一 亿 棵 不 同 的 生成 树 , 这 里 说 的 不 同 是 指标 志 
不 同 ,不 是 指 不 同 构 . 下面 给 出 K, 生成 树 的 个 数 公 式 和 求 牛 成 树 个 数 的 “大 图 化 
成 小 图 "的 递 推 公式 .用 zt 避 ) 表 示 G 的 生成 树 个 数 . 

定理 2,2(Cayley,1889) r(K,)=n" 

证 令 VCOK,)=|11,2,3,…,n|. 于 是 V(K,) 中 元 素 为 分 量 构 成 的 x 一 2 个 
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对 应 . 

任 取 K, 的 - -个 后 成 树 工 , 设 5 是 工 填 最 小 ( 指 此 项 所 对 应 的 11,2,…,n| 中 
的 数 最 小 ) 的 时 ,六 为 的 邻 顶 ,把 * 从 了 上 删除 ; 设 是 丁 - s, 上 最 小 的 叶 ， 
1 为 在 了 -si 中 的 邻 项 . 依 此 类 推 , 即 得 一 个 由 V{K, ) 中 的 数 为 分 量 的 x 2 
个 分 量 的 向 量 (5 ,了 上 还 剩 下 一 个 天 , 见 图 2.2. 


二 一 一 一 J 4333 和 5) 


图 2.2 


反之 , 任 争 定向 量 ( ,22 i ,二 EEV(K,),i=1,2,…,n 一 2. 我 们 来 找 
出 一 个 与 此 向 量 对 应 的 KK, 的 生成 树 :s， 是 VEK, }) 中 不 在 (11,t2,… ,4-2) 中 的 最 
小 项 ,把 51 与 之 间 连 一 条 边 ;s; 基 不 在 (120,13,… ,ts 2) 中 的 VCK,) 一 1s1 ;中 
的 最 小 项, 把 mm 与 tj 之 间 连 一 边 . 依 此 类 推 ,得 mw ~2 条 边 st, st ，…， 
;1。, .再 连接 VCK,) 151,53,…,s。2| 中 的 两 个 项 , 则 得 一 棵 生成 树 .证 毕 . 

定理 2.3 。 是 连通 图 G 中 的 一 条 边 , 则 

rtG)= r(G—-e}+rtG*e), 

其 中 Ge 是 把 边 e 的 长 度 收缩 成 零 ,e 的 两 个 端点 重合 成 一 个 项 形成 的 图 . 

证 ”显然 ,r(G 一 e) 是 G 中 不 会 边 e 的 生成 树 的 个 数 ,而 r(G'e) 是 0 中 会 e 
的 生成 树 的 个 数 . 所 以 我 们 有 公式 rtG)= rtG -ej)+ tT(G*e). 证 毕 . 

用 定理 2.3, 可 以 求 取 不 太 大 的 图 的 生成 树 个 数 ， 

例 2.4 设 她 是 多 -ee, 求 rfG) = ? 

解 见 图 2.3. 


2.3 求生 成 树 的 算法 
本 节 给 出 两 个 求生 成 树 的 有 效 算 法 ,一 个 叫做 广度 优先 搜索 法 (breadth first 


search) ,代号 BES ,一 :个 叫做 深度 优先 搜索 法 (depth first search) ,代号 DFS. 它们 不 
仅 吓 以 求 取 连 通 图 的 生成 树 ,而 且 其 思想 方法 是 其 他 问题 可 以 傅 鉴 的 . 它 的 思路 已 


2.3 求生 成 树 的 算法 33， 


i 


经 渗透 到 许多 图 论 算法 的 设计 之 中 . 
1) BFS 
设 G 是 一 个 连通 图 ,模拟 白 然 界 树 从 的 生长 过 程 , 取 一 项 vw,€ V(G),w 是 
树 根 ,把 与 wv 关联 的 边 及 其 端点 秋 染 成 绿色 ,生长 出 -- 个 绿色 树 本 ; 任 取 T 的 
个 时 ma ,把 m 关联 的 边 中 一 问 无 色 的 边 连同 其 端点 染 成 绿色 ,得 长 大 -一 些 的 绿 
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色 树 了 ,. 依 此 类 推 ,继续 本 长 ,直至 长 出 w -1 条 绿色 边 为 正 , 其 中 中 是 避 的 项 数 ， 
则 得 到 的 绿色 图 为 @ 的 一 棵 生成 树 . 这 一 过 程 表述 成 算法 如 下 . 
BFS 算法 : 
[1 Yu VIG), 标 嫩 [ww)=0, 邻 41=0. 
(2) 当 所 有 标号 为 了 的 顶 x 相关 联 的 边 之 端点 皆 已 标 导 , 则 转 (3). 否则 ,把 与 
au 由 关联 的 边 之 木 标号 的 琶 标 以 + 4, 并 记录 这 些 边 , 用 1 +1 代 符 i 转 (2). 
(3) 止 , 见 图 2.,4， 
图 2.4 顶 旁 标号 是 7, 粗 实 线 是 BFES 生成 的 
绿色 生成 树 . 
1 下 而 证 明 BEFS 算法 终止 时 , 若 信 有 未 标号 的 
顶 , 则 G 是 不 连通 图 ; 如果 每 项 皆 取 得 | 标志, 则 
G 是 连通 图 ,其 记录 的 边 导出 一 棵 生成 树 . 
事实 上 ,由 BFS 的 执行 过 程 ,标号 之 顶 缘 30 
| 号 项 连通 . 若 使 得 G 的 每 个 顶 展 到 得 标 吕 六 , 则 每 
质 皆 与 0 针 顶 连通 , 于 是 G 是 连通 图 . 你 我 们 不 
进行 章 复 标 邯 . 所 以 得 到 的 由 记录 下 来 的 边 导 山 
的 生成 子 图 中 无 图 ,是 - 棵 G 的 牛 成 树 . 否则 , 当 
图 2.4 算法 终止 时 仍 有 须 未 被 标号 ,说 明示 标号 的 项 3 
取得 标号 的 顶 不 能 连通 .上 不 是 连通 图 . 


2) DFS 

贞 希 腊 广 为 流传 的 一 则 关于 迷 宣 问题 的 神话 中 称 :以 人 为 食物 的 牛 身 人 面 麻 
上 米 诸 托 为 防备 被 它 吃 掉 的 人 的 冤魂 问 它 报仇 ,在 意大利 的 区 里 特 岛 烽 殴 了 一座 
地 下 宫 砍 ,其 结构 对 外 人 保密 ,所 有 建筑 此 迷宫 的 工匠 在 完工 之 日 已 被 集体 坑 杀 . 
希腊 王子 起 修 斯 在 公主 丽 阿 特 济 的 协助 之 下 ,手持 公主 编织 毛衣 的 线 团 ,把 线 的 一 
端 栓 在 迷宫 的 人 [一 路 上 放 线 标志 哪些 是 已 搜索 过 的 通道 ,他 沿 着 尚 无 绒线 标志 
的 通路 尽 可 能 深远 地 行进 , 走 到 死胡同 或 已 巨 未 标志 的 路 口 时 则 党 来 路 返回 去 寻 
找 新 的 未 搜索 过 的 通道 .这 位 王子 如 此 很 快 搜索 到 妖魔 米 诺 托 , 当场 把 它 处 决 . 然 
后 迅速 有 序 地 撤离 现场 . 忒 侨 斯 每 条 通道 恰 石 


侧 通 行 通 过 了 两 次 ,把 这 个 魔 窗 的 结构 搞 了 个 
-清二 楚 ,把 魔王 与 小 妖 …- 齐 斩 尽 杀 绝 ， 

亡 史 下 ,中 外 独裁 省 往往 也 有 自己 的 迷 宇 
式 行宫 .例如 1690 年 修造 的 威廉 王 的 迷宫 至 今 
还 保留 着 ,其 示意 图 见 图 2.5. 

受 『 述 迷宫 问题 的 丑 发 ,1973 年 , Hoperoft 
和 Tarjan 设计 了 探 明 未 知 结 构 的 连通 图 6 的 
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结构 ,HH 生成 - 棵 G 的 生成 树 的 著名 算法 DFS. 
DFS 算法 : 
(1) 标志 一 切 边 未 用 过 ,对 每 侦 vE VIGJ) ,RED)a0,re 0,wsy， 
(2) je 7+1, k(v) <i. 
(3) 若 wv 无 林 用 过 的 关联 边 , 转 (5). 


(4) 选 一 条 末 用 这 的 与 ww 关联 的 边 e = ww, 标志 边 用 过 ”, 苦 Ra) 天 0, 转 
(3) ;省 则 ,Fa <-myzns ze 转 (2). 

(5) 苦 &Co)=1, 止 . 

(6) 和 Fv). 转 (3). 

BFS 与 DFS 的 时 间 复 杂 度 骨 为 DO(|FE(G)|). 

图 2.6 给 出 一 个 执行 DFS 的 实例 , 顶 旁 写 和 的 是 (vw). 


在 DFS 算法 中 ,k(t) 称 为 项 ww 的 DFS 码 , (wv) 称 为 山 右 之 贫 ,w 称 为 f(w) 
之 子 , 以 父 为 尾 以 其 子 为 头 的 边 称 为 父子 边 , 非 父子 边 叫 做 返回 边 . 在 图 2.6 中 , 父 
子 边 用 带 箭头 的 线段 表示 ,， 是 DFS 的 出 发 点 ,是 DFS 产 生 的 外 向 生成 树 的 根 . 

下 面 我们 证 明 , 苦 G 是 连通 图 , 则 DFS 执行 中 父子 边 导 出 的 子 图 是 以 为 根 
的 外 向 生成 树 . 

事实 上 ,由 DFS 的 过 程 ,父子 边 导 出 的 子 图 上 ,以 ;为 站 的 边 数 4 (s)=0,w 
区 s 轩 ,d (vw)=1, 而 内 父子 边 导 出 子 图 作为 无 向 图 而 言 , 蚌 一 个 无 图 连通 图 ,所 
以 是 树 . 对 于 了 iw) = 3; 序 出 ,如 ,中 属 v 二 天 5 ,因为 Fts) 不 存在 ,故此 
序列 止 于 ;. 从 而 得 到 从 ; 到 % 的 一 条 有 向 轨 . 由 wv 的 仔 意 性 知 父子 边 的 导出 于 图 
是 以 5 为 根 的 外 癌 生 成 树 , 见 几 2.6. 

在 DES 的 搜索 过 程 中 ,显然 每 边 怡 通过 两 次 ,不 但 搞 清 楚 了 一 个 玉 知 图 避 的 
结构 ,而 且 还 生成 广 一 棵 它 的 生成 树 . 

在 DJFS 的 过 程 中 , 若 e= a5 是 返回 边 , 则 鹿 么 a 晨 5 的 祖先 ,要 么 a 是 & 的 所 
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代 和 孙 . 

事实 上 , 设 (a) < 之 28), 在 DFS 的 活动 中 心 , 妓 算 法 中 的 wv, 只 党 着 父子 边 称 
动 . 如果 a 不 是 & 的 祖先 ,由 色 (a)< 赤 (5) ,a 比 # 先 “ 出 生 ”, 赠 活动 中 心 稀 到 56 之 
前 ,已 从 a 称 到 a 的 某 个 前 蕴 . 然 而 ,由 DFS 的 过 程 知 , 仅 当 与 a 关联 的 边缘 被 用 
过 后 才 倒 行 圣 其 父 , 这 说 明 e 已 用 过 ,5 已 被 发 现 ,RCD)< 之 kta), 此 与 上 Ca) 世 
开 ({5) 了 矛盾 , 故 a 是 5 的 祖先 . 

蓓 不 () 之 上 kta), 则 可 证 得 a 是 声 的 后 代 孙 .例如 ,图 2.7 中 , 粗 实 线 有 问 边 是 
介子 边 :而 yu 是 返回 边 ,s 是 wi 的 祖父 ,us 是 的 后 代 休 . 


2.4 求 最 优 树 的 算法 


在 连通 加 权 图 上 求 一 个 总 权 最 小 的 连通 生成 子 图 . 显然 所 求 的 子 图 起 一 个 总 
权 最 小 的 生成 树 . 车 实 上 , 若 如 "是 加 权 连 通 图 G 的 总 权 最 小 的 连通 生成 子 图 ,而 
旦 如 果 G 不 是 生成 树 , 则 如 上 有 围 忆 ,从 此 图 C 上 删 去 一 条 边 , 仍 得 连通 生成 子 
图 0G, 但 6G" 的 总 权 己 比 G 的 小 ,与 G 是 总 权 最 小 的 连通 生成 子 疼 四 过 

许多 实际 问题 ,例如 修筑 连接 x 个 城市 的 铁路 ,已 知 i 城 与 ; 城 间 的 铁路 造价 
为 ww( 洋 ) ,设计 一 个 筑 路 图 ,使 总 造价 最 低 , 就 可 以 化 成 上 述 求 最 优生 成 树 的 问题 . 
事实 上 ,以 城市 为 顶 构 作 一 个 完全 加 权 图 KK, ,w( 辣 ) 是 i 顶 与 ) 顶 之 间 边 的 权 , 所 
求 筑 路 图 即 此 加 权 图 兵 , 的 最 优生 成 树 . 

1956 年 ,Kruskal 设计 了 一 个 有 效 算法 ,可 求 得 连通 加 权 图 的 最 优 树 . 

Krmuskal 算法 ; 

(1) 从 ECG}) 中 选 一 条 权 最 小 的 边 el. 

(2) 著 6 eye 已 选 出 , 则 从 {GG) tTel,e2，"… ,ei 中选 6,,, ,使 得 

(0) Giie ,es eye 中 无 辆 ， 
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(ii) wl e411) = min. 

(3) 反复 执行 上 上述 过 程 直 至 选 出 e, ,不 ， 

Kruskal 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(y*). 

定理 2.4 若 e,e,…,e_ |! 是 Kmskal 算法 选 得 的 边 , 则 下 ”= 台 |ei， 
ee 为 让 的 最 优生 成 树 ， 

证 ”Kruskal 算法 得 出 的 子 图 下 是 G 的 生成 树 .事实 上 ,e(T* )=v{ 了 T") 一 
1, 且 了 ' 无 央 . 由 定理 2.1, 了 是 树 , 昌 是 G 的 牛 成 树 , 因 为 VCET" )= V(G). 

下 证 天" 的 最 优 性 . 反 证 之 ,县 T' 不 是 6G 的 最 优 树 ,有 目 丁 是 使 站 ) 最 大 的 
G 的 最 优生 成 树 , f(T 丁 ) 表 示人 在 1e ,esy,…,e,， ii 中 不 在 工 上 的 e 的 最 小 脚 标 . 由 
于 人 不 大 最 优 树 , 所 以 iel ,e;,…,e,.11 束 必 有 不 在 ECT) 中 的 边 . 设 六 全 )= 衣 ， 
即 eyey eri! 在 ELT 站 ECT") 中 ,而 e, 和 全 XE(T), 于 是 个 +e; 中 有 一 个 圈 
C. 设 ei 是 天) 中 而 不 在 ET ) 中 的 边 , 目 ei 在 C 上 , 则 T={T+e)-es 
也 是 G 的 生成 树 , 而 WET )= WT)+ wl(ey) 一 wle'). 由 Kruskal 算 法 ,es 是 使 
G[|e, ee 颗 无 圈 的 权 最 小 的 过 ,又 GL el,es,… ,e1241j 是 本 之 于 图 ， 
则 zfe 之 加 fei . 于 是 多 (人 过 责 | TT) , 即 工 也 是 最 做 树 ,而 FT) 之 上 一 
AT) ,与 用 T) 之 最 大 性 相 违 .证 毕 . 

例 2.5 求 图 2.5 中 的 最 优 树 , 边 旁 标注 的 是 两 地 的 距 访 (以 100km 为 单位 )， 
[是 伦敦 ,MC 是 墨西哥 ,NY 是 纽约 ,Pa 是 巴黎 ,Pe 是 北京 ,T 是 东京 . 

解 ” 见 图 2.8 中 的 粗 实 线 , 它 就 是 Kruskal 算法 得 出 的 最 优生 成 树 的 边 . 


2.5 有 序 一 元 树 


若 人 是 树 ,把 了 的 每 边 标 志 一 个 上 方向 ,使 得 除 硕 wmEY(T) 外 ,站 pE 
V{T) 一 1w,1, 尼 存 在 由 vs 到 vw 的 有 向 轨 P(w ,vw), 即 从 vo 出 发 , 沿 各 边 的 箭头 
标志 的 方向 ,在 Pivo,w)} 上 可 以 行 至 ww, 则 称 丁 为 以 vs 为 根 的 外 向 笃 ( 图 示 中 我 
们 省 略 了 第 头 , vo 最 秽 )， 

在 有 向 图 G 中 ,wvE VYV(G),d' (wv) 表示 以 vw 为 尾 的 边 的 条 数 ,d (%) 表 示 以 
v 为 头 的 边 的 条 数 ， 

EN, 若 十 是 外 向 树 , 自 任 一 顶 vEV(T)},qd' (vwv) 守 上, 则 称 栈 为 上 元 树 . 
EUT) 人 是 外 向 树 ,e= uw, 则 称 是 v 之 父 ,v 是 4 之子. 图 示 中 父 比 子 高 ， 
同 父 之 子 称 兄弟 ,兄弟 有 序 (定位 ) 时 , 称 为 有 序 (定位 ) 树 ,有 序 ( 定 位 ) 树 之 序列 称 
为 有 序 林 . 

我 们 对 有 序 二 元 树 给 项 编 码 如 下 : 

(i) 根 不 标 契 . 


疼 2.8 


(ii) 兄 第 有 序 , 态 为 兄 , 标 0, 右 为 弟 , 标 长 编码 即 定位 ,0 表示 定位 在 左 ,1 表 
东 定 位 在 右 ). 

(iii) 从 根 始 到 叶 的 轨 上 依次 控 出 各 项 之 码 , 写 在 时 下 方 , 称 为 该 叶 的 前 绿 ， 

(iv) 全 树 的 叶 从 堪 到 右 把 它们 的 前 缀 依次 抄 出 ,叫做 该 符 的 前 缀 碍 ,每 个 叶 
的 前 继 后 加 记录 ,最 后 一 个 叶 的 前 统 后 加 句 妇 . 

拖 然 有 序 二 瑟 树 与 前 缀 醒 …- -对 应 ( 有 不 同 前 缀 码 者 可 能 同 构 , 俱 其 定位 一元 
树 形象 不 同 ). 


2.5 有 上 厂 - 抑 树 0、 


例如 ,0000;,0001,001.010.011,100,101,11 这 前缀 码 对 应 的 有 序 二 元 树 如 
图 2,9 所 ,3s. 


图 2.9 


取 定 个 26 个 叶 的 有 序 一 元 树 , 把 它 标 出 前 缀 码 . 下 把 每 个 叶 上 分 别 妇 上 26 
个 英 诸 学 母 之 一 , 则 可 以 把 每 个 英语 单词 用 0-1 码 抄 出 .例如 ,我 方 收 发 报 员 于 中 
澡 有 民 | 2.9 这 模 有 序 二 死 树 , 又 抄 收 到 0-1 密码 
IO 0101 011] 0000 1000 0000 1000 0100 0010 000100, 
则 可 对 照 密码 树 { 图 2.4) 译 出 
Zhxing A fangan. 
执行 A 方案， 
为 了 保密 ,我 们 可 以 内 不 同 的 密码 树 来 传递 同样 的 信息 . 
我 们 约定 “左下 方 为 长 子 , 右 直方 为 弟弟 ”的 结构 把 一 个 有 序 树 化 成 有 序 一 死 
树 . 这 种 转化 是 可 逆 的 , 见 图 2.10. 
如 果 把 有 序 林 中 的 很 从 左 到 在 视 为 兄弟 , 则 可 按 上 述 转 化 规则 把 有 序 林 可 道 
地 转化 成 有 序 编码 -元 笠 , 见 图 2.11. 
有 序 二 元 树 中 最 常用 的 一 :种 叫做 Huffman 树 . 
定 久 2.2 以 vo 为 根 ,vw ,vw ,… ,为 叶 的 有 序 二 元 树 荆 中,w; 芒 表 的 事物 


出 现 的 概率 为 请 ,满足 pp -1, 称 轨 P(wm yw ) 的 长 上 为 w 的 码 长 , 且 使 得 
mlT)= Npl = min, 


则 称 工 为 带 析 亡 , ,pp;，…, 记 ,的 Huffman 树 , 又 称 最 优 二 元 竺 . 
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图 2.11 


旭 果 在 文章 中 ae .5,0 ,… ,x,y ,zx 出现 的 概率 分 别 为 pb,p;，… ,pz ,我 们 用 一 
个 26 个 叶 的 有 序 一 元 树 可 以 用 0-1 码 抄 出 任何 一 篇 文章 , 显然 我 们 希望 总 码 长 越 
短 越 好 . 字母 出 现 矣 率 小 的 (例如 x) ,其 对 应 的 叶 的 前 缀 长 一 点 还 不 得 事 ,字母 出 
现 的 炳 率 大 的 (例如 ce) ,对 应 的 叶 之 前 组 不 能 太 大 ,网 便 使 整个 文章 总 码 长 最 短 . 

不 妨 假 没 志 pj 所 Pp; 运 … 所 pp ,如 何 设 计 相 应 的 Huffman 树 ? 

定理 2.5 若 工 是 Huffman 树 , 户 委 太志 人 入 记 oa 为 叶 ,(1) 若 
v, 与 是 兄弟 , 则 二 = 二 区 2)an 与 wa 荐 兄弟 ;3) 设 并 是 种 权 所 + p;, pa ， 
六 的 Huffman 树 , 与 p+ ps 相应 的 叶子 生出 两 个 新 时 分 别 带 权 p, 与 p; , 则 得 带 
枢 户 | ， 户 : ,pr 的 Huffman 树 . 

证 【1) 由 于 树 上 的 轨 PCw0 ,vw,) ,Plvo,w) 的 惟一 性 ,及 wo 到 wv, ,vv 的 父亲 
之 畔 的 惟一 性 , 知 已 Cu ,wv,) 与 Pivo ,vv ) 等 长 . 


2.5 有 序 二 元 树 . 41 ， 


(2) 苦 Huffman 树 仅 两 个 时 vw, 有 wy 由 珊 (CT) 二 min 敌 -j=1,vw 与 w; 是 

兄弟 . 若 了 有 -= 个 以 上 的 时 ,由 于 是 一 元 树 , 所 以 有 的 时 码 长 不 小 于 2. 又 
mT)= plit pats t+ + pt, = Min, 

不 妨 设 由宇 1, i= 二 2,3,…,1 .因为 p= 二 ;而 机 祖上 (in 全 上 宇 2) ,我 们 把 wv 与 vo 
的 足 标 对 换 ,得 一 - 株 间 构 树 ,mrm( 丁 ) 不 变 , 而 使 新 树 上 vw 的 而 长 大 于 vw 的 码 长 ,各 
雇 > 记 ,而 上 之 11(n 之 上 E22), 把 wv 与 带 权 对 换 , 得 到 的 新 树 并 上 

mT )= plit ptrt et plitrt ps < mlT), 
与 (了 ) 二 min 齐 盾 . 故 不 妨 认 为 有 最 长 的 码 长 ,县 让 沪 7/j 宇 宇 1,. 若 vi 无 
死 弟 , 册 六 还 可 第 短 1. 这 与 天 (T)=min 不 符 , 故 四 的 兄弟 是 久 ,， 

(3) 设 丁 是 带 权 pi ,pp;…,p, 的 Huffman 树 , 只 需 证 天 六 (1 了) 过关 (三 ); 册 
(2) , 带 权 p; 与 p; 的 叶 在 了 中 是 兄弟 , 令 了 ,是 工 中 力 与 疡 为 权 的 叶山 除 ,其 
父 的 权 为 p; + pz 的 树 , 则 

mt) = mtr .+p rp;, 
mT)= mtT + pt ps 
其 中 了! 县 带 权 pi + pi ,…;p, 的 Huffman 树 , 故 ma(T,) 宇 m{T ), 于 是 
mT) 之 mn(T) 证 毕 . 
例 2.6 求 带 权 0.2,0.2,0.3,0.3 的 Huffman 树 . 


A 


[a tb) 


{cy 


{c) 即 为 所 求 的 Huffman 树 
图 2.12 


2.6 nn 硕 有 订 编 码 二 元 树 的 数目 


为 了 求 得 顶 有 有 序 编 内 二 元 树 与 了 项 有 序 林 的 个 数 , 我 们 介绍 有 趣 的 Catalan 
数 . 
我 们 把 CC 称 为 左 括 守 ,“7 称 为 帮手 号 ,后 时 记 是 指 由 左 括 号 与 在 括 革 组 成 的 
有 有限 序 列 . 例如 
({ Ca it dr) t+ a ) — {as 十 as) ] xX tos 
把 它 网 后 导 抄 出 邵 待 


((0)0) 
我 们 觉得 这 个 括号 列 是 适当 的 ,是 在 计算 中 可 以 出 现 的 括号 列 .而 括 刁 列 
COJCGG 


山 是 不 适当 的 ,在 计算 中 不 会 出 现 这 种 拓 导 列 ,我 们 称 它 为 坏 插 妇 列 ;: 丘 委 列 有 好 
坏 之 分 . 

定 兴 2.3 好 拓 好 列 是 指 : 

C1) 人 写 让 没有 括号 ) 规 定 是 好 括 与 出 . 

(2) 臣 遇 与 芋 旺 好 括 寻 列 . 则 把 1 与 8 串联 成 的 括 导 人 列 403 也 是 好 括 导 列 . 

(3) 荐 由 昆 好 括 避 列 , 则 在 括 叶 列 A 之 两 侧 再 分 别 加 上 上 左 括 所 与 右 插 纪 得 
(4 也 是 好 后 导 列 . 

除 上 还 括 号 列 之 外 ,无 其 他 好 括 导 列 ; 非 好 括号 列 ,志恒 坏 括 芯 列 ， 

直面 定理 给 出 好 括 导 人 姬 的 有 效 判 别 法 . 

定理 2,6 一 个 括 好 网址 好 括号 列 当 且 仅 当 它 由 一 半 右 括 导 一 半 左 括号 组 
成 ,由 从 左 向 右 看 这 个 插 纺 列 时 ,看 到 的 丰 括 导 不 超过 左 括 并 个 

证 ” 先 证 充分 性 , 即 往 让 从 左 向 石 看 ,看 到 的 左 揪 叶 涉 比 右 插 生 少 , 斤 个 别 去 
插 引 占 绚 锦 , 财 此 括 寻 列 是 好 括 导 列 .用 括号 总 数 的 数学 由 纳 法 来 证 . 当 括 导 总 数 
为 2 时 ,命题 显然 成 立 ,假设 闫 芝 时 出 六 个 左 括号 六 个 右 括 号 组 成 的 括号 列 命 
是 由 成 ,考虑 半 个 在 括号 半 个 右 括 导 组 成 的 括号 列 , 这 时 可 所 天. 茶 从 左 癌 有 看 
时 ,看 见 了 了 2m 个 括号 后 ,看 到 的 左 插 号 与 有 括号 一 样 多 .由 归纳 法 假设 ,看 到 的 子 
列 4 是 好 括 切 列 , 耐 右 侧 尚 末 看 的 子 列 B 也 满足 命题 条 件 . 由 归纳 法 很 设 ,B 也 
是 好 括号 列 ,由 好 括号 列 的 定 广 ,4AB 也 是 好 括 导 列 ,这 时 充分 性 成 立 ， 

若 上 述 非 空 列 A 不 存在 ,我 们 从 去 问 右 看 ,看 到 第 一 个 括 妇 而 未 看 到 其 他 二 
引 时 ,和 由 命题 的 条 件 知 ,这 第 一 个 括号 为 左 括号 .到 只 剩 一 个 括 避 未 看 时 ,已 看 见 的 


2 自身 顶 有 序 编外 -元 树 的 数 日 .43 ， 


撕 冯 在 括 好 不 比 石 括 导 少 ,而 左右 括号 总 数 相 等 , 故 最 后 一 个 括 导 是 右 括 . 十 是 全 
ey 询 形 如 (CD) .括号 列 (和 仍 满 是 命题 条 件 .由 归纳 法 假设 ,CC 旦 好 括 导 列 , 故 

站) 是 好 括 匡 列 , 这 时 充分 性 亦 成 立 . 

让 证 好 括号 列 的 必要 条 件 , 即 下 述 命题 成 立 : 若 是 好 括号 列 , 则 无 括 导 数 占 
50% ,里 大 左 问 右 看 ,看 到 的 左 括号 不 比 右 括号 少 . 

也 玫 数 学 妇 纳 法 证 明 必 要 性 .若是 好 括 导 列 , 由 好 括号 列 的 定义 ,显然 其 左 括 
号 让 和 0 名 .大 好 括号 列 由 两 个 括号 组 成, 则 命题 显然 成 立 ,假设 对 由 2z 个 括号 组 
成 的 好 括号 列 命题 已 成 立 ,考虑 n> m, 由 2x 个 括 导 组 成 的 好 括号 列 .分 咖 种 情 
形 计 论 : 

(a) 造 此 好 括号 州 时 ,最 后 … 步 是 {3), 命 题 显然 成 立 . 

(b) 造 此 好 括号 列 时 ,最 后 -- 步 是 (2), 即 此 列 形 如 AB, A 与 日 都 是 好 括号 
列 . 当 我 们 从 不 问 丰 看 时 ,还 没有 看 见 B 中 括 对 时 , 巾 妇 纳 法 假设 ,看 到 的 左 括号 
不 比 右 插 号 少 ,看 到 4 的 最 后 一 个 插 对 时 ,看 刘 的 左右 括号 -: 样 多 ;再 看 下 去 , 即 
看 到 B 的 括 寻 ,由 归纳 法 假设 ,对 于 互 , 看 见 的 左 括号 不 比 右 括 导 少 ,看 到 B 的 最 
后 一 个 括 叶 时 ,看 刘 的 左 插 号 与 在 括号 一 样 多 .证 毕 . 

而 给 出 由 个 左 括号 组 建 的 好 括 导 列 的 个 数 公式 ， 

定理 2.7 由 = 个 左 括号 组 成 的 好 括号 列 的 个 数 为 

21 
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1 
n+il 
(ctn}) 称 为 Catalan 数 ). 

2 
证 ， 个 左 括 寻 ， 个 右 括号 组 成 的 括号 别 共计 | ”| 个 -只 要 算 型 n 个 左 括 
nn 


导 个 石 括号 组 成 的 坏 括 怠 列 的 个 数 , 则 可 用 减法 求 得 n 个 左 括 组 成 的 好 括号 列 
的 个 数 . 

设 oooeay， 是 ?个 左 括 导 个 右 括 号 组 成 的 坏 括 号 列 ,由 定理 2.6, 则 存在 

-个 最 小 的 ,使 得 aa:…e 中 右 括 导 比 左 括号 多 1 个 .把 ea az 中 的 左 

括号 变 成 右 括 寻 , 右 括 号 蛮 成 左 括 导 ,这 时 共有 环 - 工 个 左 插 ,az+1 个 右 括 ;上 述 

变化 过 程 是 叮 道 的 . 故 = 个 左 括 个 右 括 组 成 的 坏 括 号 列 与 a 一 1 个 左 括 n+1 个 

布 括 组 成 的 括 导 列 -- -对 应 ,而 nn ~1 左 括 n + 1 右 括 组 成 的 括号 询 共 有 


ntl 
‘2 2n 
c(in)= : 
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| 


一 可 村 


让 年 . 
推论 2,2 4 个 字符 皆 需 进 人 ”“ 先 大 后 出 "存储 器 恰 一 次 ,再 于 基 时 刻 出 存储 
器 , 进 人 时 许 有 序 的 . 则 出 存储 器 的 字符 列 有 ckz ) 种 可 能 . 

证 ”有 字符 进 人 存储 器 时 画 一 个 左 括号 ,有 字符 出 存储 货 时 即 国 一 个 厂 打 号， 
如 此 得 到 一 个 括号 列 , 巾 2n 个 括号 组 成 .任何 时 刻 , 进 人 存储 器 的 字符 不 会 比 出 
去 的 少 , 即 从 志向 右 看 天 出 的 括 叶 列 时 ,看 到 的 左 括号 不 比 右 括 导 少 . 由 定理 2.6， 
画 出 的 是 好 括号 列 , 所 以 出 存储 器 的 字符 列 共 计 ctn) 种 可 能 . 

例 2.7 一 个 出 城 汽 车 队 行 驶 时 不 得 超车 ,但 每 车 都 可 以 进入 路 过 的 一 个 衣 
同 里 去 可 油 ,再 在 某 时 刻 退 出 胡同 桂 队 继续 开行 ,共有 z 辆 汽车 . 癌 可 能 有 有 儿 种 不 
同 的 车 队 开 出 城 去 ? 

例 2.8 午餐 后 姊妹 去 洗 音 , 洗 前 已 把 n 个 丰 同 花色 的 磺 摆 成 一 操 . 妹妹 把 姐 
姐 洗 过 的 矿 每 次 拿 一 个 放 人 消毒 柜 , 也 提成 一 押 . 由 于 小 妹 贪 玩 , 确 被 发 和 人 消毒 机 
可 能 不 及 时 ,姐姐 则 把 洗 过 的 碗 操 在 旁边 . 问 小 妹 捍 起 的 兢 操 可 能 有 几 种 . 

5 推论 2.2 相似 地 可 以 证 明 , 例 2.7 与 例 2.8 的 答案 箔 为 ce(n). 

下 面 利用 画 括 马 的 技术 和 Catalan 数 来 给 出 n 顶 有 序 编码 二 元 树 与 n 顶 有 有 序 
林 的 数目 . 

定理 2.8 ”项 有 序 林 与 硕 有 序 编 码 二 元 树 的 数 日 省 ctn). 

证 ”把 有 序 林 中 的 每 个 叶 标 以 ( ), 妆 -- 个 项 的 儿子 们 从 左 刘 右 分 别 标 为 
aa 时 ,其 父 标 成 (az … ww ), 最 后 从 左 到 右 根 的 标 为 zi， 
Tv, 则 有 序 林 标 志 成 rz xz . 这 种 标志 与 有 序 林 之 间 是 一 一 对 应 的 , 且 
rz 是 2n 个 括 导 组 成 的 好 括 导 列 ,2n 个 括号 组 成 的 好 括号 列 与 # 顶 有 序 
林 之 问 有 -对 应 美 系 ,所 以 由 定理 2.7,n 顶 有 序 林 的 个 数 是 c(n); 而 n 顶 有 序 
林 与 # 庆 有 序 编 码 _ 元 树 之 间 一 一 对 应 , 放 n 顶 有 序 编 码 二 元 树 的 个 数 为 ct ). 
证 毕 . 

例如 10 个 项 的 有 序 编码 一 匹 树 的 个 数 为 
和 


Tilio|™ 11” ~ 10x9x8X7x6xS5X4x3x2xi 
- 16796. 


仅 促 10 个 项 的 很 小 的 有 膏 编 码 二 元 树 , 竟 种 一 万 六 干 多 棵 .如 果 是 26 个 叶 { 以 便 
有 26 个 英文 字母 ?的 有 序 编码 二 元 树 ,它们 的 数目 将 是 非常 之 己 大 的 ! 由 此 可知 ， 
九 果 我 方 用 一 个 26 叶 的 有 序 二 元 树 八 密 ,对方 是 很 难 破 详 的 

我 们 把 不 是 叶 的 项 恬 了 次 个 儿子 的 有 序 二 元 树 称 为 典型 有 序 一 元 树 . 


ef ID0) = 


2.7 最 佳 追捕 问题 . 45 。 


定理 2.9 顶 典型 有 序 编码 元 树 的 个 数 为 { (之 3) 
证 容易 看 出 ,典型 有 序 编码 二 元 树 工 的 叶 数 7( 工 ) 与 内 点 个 数 六 工 ) 满 足 
LCT) = T+ 
因 ，= :CT)+iCT) ,所 以 江 T) = 三 7 .而 x 顶 典型 有 序 编码 二 元 树 与 个 顶 
的 有 序 编码 二 元 树 -对 应 .事实 上 ,把 ” 顶 典 型 有 序 编码 二 克 树 之 叶 全 人 删除, 则 


得 ?了 个 硕 的 (之 3) 有 序 编 码 二 元 树 , 且 这 种 变换 是 可 逆 的 , 申 定理 2.8 知 换 


有 序 编码 典型 二 元 树 的 个 数 是 < | 二 5， | .证 毕 
例如 ?> 顶 有 序 编码 典型 二 元 树 的 个 数 是 


(二 = ct3) = 5, 


先 而 3 硕 的 5 个 有 序 编 妈 二 元 树 , 见 图 2.13. 
在 图 2.13 中 在 --… 些 硕 上 长 出 一 些 叶 ,使 其 成 为 典型 有 了 序 编 码 二 元 树 , 册 图 
2.14, 虐 线 是 新 长 出 的 边 , 则 得 五 标 典 型 7 顶 有 序 编 码 二 元 树 . 


几 2.13 


2.7 最 佳 追 捕 问 题 


逃犯 若干 ,在 公路 网 上 流窜 , 问 最 少 派 几 名 刑警 ,才能 保证 把 逃犯 全 部 抓获 归 
案 ? 或 日 纵横 交错 的 河道 网 中 有 大 鱼 若 干 条 , 渔 例 最 少 要 准备 几 张 与 河面 一 样 宽 
的 鱼网 ,才能 保证 把 这 些 大 鳃 全 捞 上 来 ? 

我 们 把 上 述 公路 网 或 河道 网 视 为 个 无 向 图 怠 , 所 需 刑 警 人数 的 最 小 值 记 成 
hCG). 

例如 h(P)=1,P 是 一 条 轨 组 成 的 树 .事实 上 ,这 位 刑警 只 需 持 枪 从 的 一 问 


问 另 端 推进 , 即 可 把 逃犯 们 抓获 . 

(0) 二 2,C 是 立 . 事 实 上 , 派 一 名 刑警 vw 在 C 的 一 顶点 局 博 截 , 另 一 刑警 
v2 从 wi 出 发 沿 亿 搜索, 即 可 把 逃犯 抓获 

如 果 局 是 -个 星 形 图 , 即 仅 一 个 项 次 数 大 于 2 的 树 , 则 (GG)=2. 事实 
上 ， -刑警 在 wv。 处 堵 琢 , 男 一 刑警 对 边 逐 一 搜捕 即 可 . 

为 了 用 述 方便 ,我 们 称 确 知 不 会 有 鱼 的 边 称 为 0 型 边 , 不 若是 否 有 人 鱼 的 边 称 为 
1 型 边 . 与 一 硕 关联 的 边 第 个 型 边 时 ,该 硕 的 鱼网 (或 堵截 的 刑警 ) 可 以 调 走 ,与 一 
硕 关 上 详 移 边 中 愉 -条 1 型 边 寺 , 旭 可 把 该 项 处 的 鱼网 党 此 1 型 边 拖 至 其 邻 让 . 俯 上 
闸 种 动作 ( 调 走 或 拖网 ) 称 为 在 该 项 “起 网 ”. 

显然 有 (OO) 和 hCG+e),(+e 表示 图 GG 上 添加 一 条 新 边 e. 对 于 K; , 先 从 其 
一 斋 忆 用 nr 一 1 张 网 分 别 沿 与 之 关联 的 n 一 1 条 边 拖 至 % 的 各 个 邻 硕 , 则 vw 的 这 
-1 个 分 项 生成 的 子 图 是 巾 1 型 边 组 成 的 民 ,- 1, 与 v 关联 的 wn -1 条 边 成 [0 型 
边 . 年 拿 一 张 网 来 逐条 地 搜索 上 述 K，| 的 各 边 即 可 . 可见 对 于 天 .有 中 (开拓 于 

容易 让 明 

0) htG) ev(G), 


2.7 最 佳人 筷 捕 问题 ， 47 ， 
其 中 (CO) 是 G 的 坡 小 度 ( 次 ) 数 ,vtG) 是 的 顶 数 . 

下 面 我 们 对 树 了 给 出 求 8(T) 的 有 效 算法 . 

设 本 涯 KK;. 则 有 如 下 算法 : 

(1) 把 了 的 全 部 叶 删 除 ,得 子 树 了 Ti; 茶 荆 | 是 一 个 项 组 成 的 “ 乔 图 "或 .- 条 轨 ， 
止 ;否则 转 人 2). 

(2) 用 工 , 扮演 工 的 角色 , 转 (1). 

(3) 反复 执行 (1) 与 (2), 赴 时 , 若 删 去 叶 的 树 共产 标 , 则 记 ( 了 了 ) = 十 ]. 

上 述 算 法 耗 时 ke ,e 是 了 的 边 数 ,所 以 是 有 效 算 法 . 

例如 图 2. 1s 中 的 捕 提 过 程 如 下 : 

第 .- 扯 删 耻 的 叶 是 vw, va va vi Uv， 
vo vr v2 oo 第 二 批 删除 的 叶 是 ww，”* 
zz uo9i 全 此 得 籼 ui usu 于 是 有 (本 ) 二 
2+1=3, 即 愉 需 三 张 网 则 可 把 河中 之 大 人 鱼 
全 撑 出 来 . 

其 体操 作 如 下 ;在 a 处 截 - 张 网 ,在 
zi 处 载 一 张 网 ,用 第 二 张 网 从 wl 拖 至 va， 
再 从 忆 , 拖 至 ww, 再 从 vw 拖 至 vw, 则 oza， 
yw D010 篆 成 广 人 0 型 边 :再 在 wl 外 “起 网 , 即 把 %, 处 的 网 拖 到 令 项 a) ;此 时 在 
x 处 留 一 此 网 .第 二 张 网 插 在 ws 处 ,第 三 张 网 从 zs 拖 至 v6 ,从 vs 拖 至 ,vs v7 
i wwe 成 了 人 0 出 边 ,把 vs 处 的 网 起 网 .至 此 以 为 根 的 不 含 za ,as 的 外 向 树 
(方向 从 vw， 指 刁 叶 ) 已 全 为 0 型 边 .把 w, 处 的 网 起 网 , 拖 至 .继续 执行 上 述 操 
作 , 把 以 a 为 根 不 含 uj ,ws 的 外 向 树 的 边 全 变 成 0 型 边 . 依 此 类 推 ,至 了 的 全 部 
边缘 变 成 0 型 过 和 而 完成 任务 . 

本 意 我 们 讨论 了 树 的 六 种 等 价 的 说 法 , 且 介 绍 了 Kruskai 求 最 优 树 的 算法 , 它 
和 第 一 音 的 Dijkstra 算法 都 是 最 优化 问题 的 著名 有 效 算法 . 关于 Cruskal 算法 ,我 
们 不 仅 看 到 它 的 可 行 性 ,而 昌 证 明了 它 的 正确 性 ,对 于 一 个 算法 ,起 但 要 求 三 点 :可 
行 性 .正确 性 和 有 效 性 .Kruskal 算法 的 时 间 复 好 度 是 Of ,所 以 是 有 效 算 法 .由 
Cayley 定理 知道 ,求生 成 树 个 数 r(0) 是 没有 有 效 算法 的 ,用 公式 rtG)= rtG:e) 
+ tt 一 e) 求 r(), 只 对 小 图 适用 . 

本 章 介 绍 的 二 抑 树 Catalan 数 , 插 号 列 方 法 .Huffman 树 和 最 佳 追捕 问题 ,不 
但 趣味 嘎 然 ,而 且 很 有 实用 价值 . 早 在 1857 年 ,Cayley 就 利用 树 研究 有 机 物 的 分 子 
结构 ;1847 年 , Kirchhoff 用 树 研 究 电路 网 络 . 几乎 所 有 的 应 用 图 论 解决 问题 的 领 
域 ,在 很 大 程度 上 和 酝 都 起 作用 ,尤其 是 生成 树 ( 本 书后 区 还 要 讨论 ), 可 以 说 是 图 的 
标 架 ,值得 十 分 重视 . 


图 2.15 


和 l 第 一 章 树 


习 是 


1. 全 少 两 个 项 的 树 其 最 长 轨 的 起 止 顶 缘 是 叶 , 试 评 明 之 . 

2. 如 果 . 标 树 公有 两 个 叶 . 则 此 树 就 是 -条 轨 .， 

3. 证 明 : 苦 个 是 树 , 内 4 了) 六 m 则 工 全 少 有 于 个 时 . 

4. 图 局 为 林 当 且 仅 区 E--v w,w 是 的 连通 片 个 数 ,w>1. 

5. 证 明 ; 树 有 一 个 中 心 或 两 个 中 心 , 得 有 两 个 中 心 时 ,此 二 中 心 是 邻 顶 . 

6. 证 是 ; 若 志 是 林 , 昌 有 2 个 奇 次 硕 , 刚 G 中 有 上 条 无 公共 边 的 较 , 使 得 上 G 的 每 条 边 都 在 
这 些 轨 下. 


7 证明 ;车 ,di,…, qd, 是 自然 数 序列 ,此 序列 是 树 的 次 数 序列 当 且 仅 当 3 = 


351). 

38, 证 明 , 设 局 是 8CG) 主 6 的 单 图 ,十 是 上 +1 个 项 的 树 , 则 妇 中 有 与 工 同 构 的 子 图 . 

9. 磋 原 子 四 价 , 氧 原子 一 价 , CH, 是 烷烃 分 子 式 , 价 键 不 呈 回路 , 则 对 每 个 自然 数 mm . 仅 
当 n 一 2m+2 时 ,C,H, 才 可 能 存在 . 

]9. 求 KK; ;生成 树 的 个 数 . 

11. 求 ”条 辐 条 的 轮 的 生成 树 的 数目 ,所 谓 轮 是 -个 圈 , 加 上 -个 新 顶 , 再 把 圈 上 的 每 个 顶 
与 此 新 质 间 连 一 条 边 { 辐 条 ;. 

12. 十 明 :KK, 一 2) 一 ty-2)w ,其 中 eEECK,). 

13, 通 出 带 权 0.1,0.1,0.1,0.1,0.2,0.4 的 Huffman 树 . 

14， 荔 出 带 权 0.2,0.17,0.13,0.1,0.1,0.08,0.6,0.06,0.07.,0.03 的 Huffman 树 . 

15. 构 作 与 

OCORDY COOOCOON NY 

相应 的 有 序 林 、 有 序 二 元 树 和 通过 先入 后 出 存 彤 着 的 排 刚 . 

15. 邻 

再 (Try 二 和 十 南下 十 再 区 + 

其 中 癌 =1, 名 是 = 项 有 序 一 无 树 的 数目 , 试 证 : 

faj bp pub 十 :站 0， 

fb) xBi (zr)— Bt{r)+1=0. 


(c) 用 (1+ a) 的 各 级 数 展开 式 证 明 
b = ctn), 

其 中 ctn) 是 Catalan 数 ， 

17, 写 出 求 不 连通 加 权 图 的 最 小 权 生 成 林 的 算法 , 且 指 出 其 时 间 复 淋 度 . 

18. 求 图 2.16 中 图 的 最 优 树 . 

19. 试 让 :在 至 少 三 个 顶 的 连通 图 G 中 ,全 少 有 两 个 顶 ,从 G 中 把 这 两 个 顶 删 除 后 所 得 之 
子 图 仍 连通 . 

20. 试 证 ;在 任何 连通 图 中 都 会 找到 一 条 边 或 一 个 顶 ,把 它 删 除 后 ,所 得 子 图 仍 连通 . 


习题 40 。 

24. 让 明 : 若 局 为 连通 图 .| ViG)}| 一 + 则 
[|E{G) iEv-1. 

22.rtKi)=? KK 的 生成 树 中 ,不同 构 者 有 几 个 ? 

23. 证 明 ; 著 | VIGI 拓 [EGG , 则 图 司 中 有 围 . 

24. 象棋 赛 实行 单 盘 淘汰 制 ,有 10 名 选手 参加 .要 
决 出 冠军 , 共 需 几 共 比赛 ? 

25. 平面 上 有 100 条 水 平 线 ,100 条 竖 直 线 ,形成 
10000 个 太 格 , 问 量 针 扩 去 名 少 条 方 格 上 的 边 , 还 能 使 
剩 下 的 图 是 连通 的 ? 

26. 设 工 是 树 , 有 几 种 方式 把 它 定 义 成 外 回 树 ? 

27. 把 G 的 每 边 上 加 上 -1 个 (之 2 新 顶 得 图 万 , 则 zf 可) 一 区 Gh) 其 中 <= 
[EGY ,= VEG)|. 

28. 正明 : 节 是 顶 数 至 少 为 2 的 树 , 则 工 是 一 分 图 . 

29. 证 明 : 若 了 了 是 顶 数 不 小 于 了 的 树 , 则 了 的 直 各 是 2 的 充分 必要 条 件 是 了 是 里 ， 

30. 苦 妇 是 加 权 过 通力 ,号 有 一个 长 m1 的 图 局 ,的 边 的 权 相 等 ,是 EF(G) 中 边 权 最 小 
值 , 则 人 中 至 少 有 sn 标 不 同 的 最 代 树 , 试 加 证 明 . 


第 三 章 平面 图 
3.1 平面 图 及 其 平面 甬 人 


相传 十 代 一 位 独裁 者 , 临 死 遗 言 ,把 土 地 分 给 他 的 五 个 儿子 ;后 来 这 五 个 儿子 
在 各 笑 的 领地 上 都 修建 了 - - 座 宫 暴 , 他 们 打算 再 修一 些 道路 ,使 得 每 两 座 宫 左 名 有 
道路 直接 相通 ,又 要 求 道 路 不 能 交叉 ,这 五 位 不 学 无 术 的 干 子 始 终 找 不 出 一 个 饥 路 
的 设计 图 ,又 想 不 通 不 能 成 功 的 原因 .19390 年 ,波兰 数学 家 库 拉 托 夫 斯 基建 立 了 
关于 平 商 图 的 类 定 定理 ,可 以 推导 出 上 述 开 位 于 子 修 路 问题 理应 无 解 . 

定义 3.1 把 - -个 图 G 的 图 示 通 厚 平 面 上 ,使 得 任何 两 迪 潍 端点 外 元 公共 
点 , 则 称 此 种 图 G 为 平面 图 ,上 述 图 示 为 平面 图 G 的 一 个 平面 人 人 . 

如 果 把 图 G 的 图 示 画 在 - -个 曲面 上 ,使 得 任 二 边 不 在 内 点 相交 , 则 称 G 可 以 
在 人 这 个 曲面 ,例如 图 3.1 画 的 是 KK; 的 一 个 环 画 散人 的 ( 齐 开 ) 图 示 ; 图 3.2 面 的 
是 KK, ,在 环 面 上 的 媒人 的 { 剖 开 } 图 示 . 于 是 KK ,K: 作为 KK; 的 子 图 , 吕 以 说 人 人 坏 
而 ,KK;3, 民 ,4 作为 及 ,的 子 图 ,可 以 柑 入 环 面 . 


图 3.1 图 3.2 


一 个 有 趣 的 问题 是 能 备 把 KK; 与 扩 , :工人 平面 ? 过 一 会 儿 我 们 就 会 给 出 这 一 
问题 的 答案 . 

如 果 把 多 面体 的 顶 视 为 一 个 图 的 顶点 , 棱 视 为 此 图 的 边 , 但 它 的 按 已 不 冉 是 刚 
性 的 ,可 以 自 出 弯曲 伸缩 , 则 多 面体 图 和 此 平面 医 . 

事实 上 ,我 们 可 以 把 多 面体 套 在 一 个 球面 上 ,使 它 的 各 边 缩 紧 而 紧 紧 贴 在 款 奇 


3.1 和 平面 图 及 其 平 耐 版 入 " S51 ， 


— -一 一 -一 -一 一 _ = _- . 


上 ,形成 名 面体 图 的 一 个 球面 裕 入 .下面 我 们 还 阴 可 平面 拉 入 与 可 球面 洪 人 是 等 
价 的 . 

定理 3,1 图 可 平面 拔 入 的 充分 必要 条 件 是 G 可 以 球面 嵌入 . 

证 ” 莹 上 典 图 3.3 所 水 的 球 极 平面 投影 ,球面 S 与 平面 已 相 切 ,过 切 点 的 直径 
的 男 一 端 为 Z ,定义 映射 


图 3.3 


设 疡 是 平面 户 上 的 点 ,s 是 球面 3 上 的 点 , 仅 当 *，*，, 户 三 点 共 直 线 时 ,有 pls)= 
potz)=%. 于 是 g 是 可 逆 映 射 . 

基 如" 是 图 如 在 S 上 的 嵌入 ,不 妨 设 Z 不 在 G 的 边 与 项 上 ,由 的 性 质 ,G 在 
平面 已 上 的 像 即 为 和 在 卫 上 的 知人 . 反之 ,车 G 是 图 G 在 平面 PP 上 的 艇 入 , 则 由 
go 的 性 质 ,在 S 上 的 原 像 即 图 G 在 $S 上 的 能 人 . 证 毕 . 

由 定理 3,1, 正 四 面体 ,正六 面体 ,正八 面体 , 正 12 面体 和 正 20 入 体 皆 平面 
图 ,它们 的 平面 府 信 见 图 3. 4， 


作品 人 含 A 
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3.2 平面 图 Euler 公式 


一 张 鱼 网 上 有 有 多少 结 点 间 的 线段 ,可 以 数 一 下 结 点 与 网 孔 算 出 来 .一 个 多 面体 
上 有 多 少 条 楼 ,可 以 数 一 下 顶 和 面 的 个 数 算出 来 ,计算 有 公式 可 循 , 它 就 是 拓扑 图 
论 中 著名 的 Euler 平 面 图 公式 ,也 称 为 Euler 多 面体 公式 . 

当 平面 图 G 平面 岩 大 之 后 ,把 平面 划分 成 的 财 区 域 称 为 G 的 面 , 其 数 日 用 
$8{ 避 表示, 其 中 有 一 个 无 界面 , 称 之 为 外 面 . 

若 ww VCC) 是 平面 图 避 的 任 一 项 点 , 先 把 散人 到 球 别 5S 上 ,使 得 会 北极 
点 N 的 面 上 有 顶点 zw .由 球 极 平面 射影 得 到 的 G 的 平面 嵌入 ,wv 就 在 外 面 上 .可 
见 一 个 平面 图 的 平面 容 入 方式 不 是 惟一 的 ,可 以 选取 适当 的 方式 ,把 任意 指定 的 磊 
点 拔 入 在 外 面 上 . 

定理 3.2{Euler,1736) GG 是 连 首 平面 图 , 则 有 公式 

一 
其 中 =y( 人 站 是 GG 的 硕 数 ,e = el 如) 是 避 的 边 数 ,#8 一 $0 人 2) 是 的 面 数 . 

证 ”对面 数 进行 数学 归纳 法 证 明 . $=] 时 ,只 有 -个 无 界面 ,所 以 此 图 上 G 无 
圈 . 区 局 是 连通 图 ,所 以 G 是 树 ,s=v -1 而 上 =1, 故 -e+g=2. 假设 对 于 
gw, 定理 已 成 立 ,考虑 凡人) 二 大 + 1 的 情形 ,这 时 92.6 中 有 图 全 , 取 
CC 二-- 边 e, 则 G :Ge 仍 是 连通 图 , 且 :G=vG):stG )=e(G) 一 1, 义 在 
G 中 被 e 分 取 的 两 个 玉 变 成 了 GG 中 的 一 个 向 ,$C(G)~1=$(() ;六 多 (CG 三 天 ， 
由 归纳 法 假设 ， 

vO) -elG)+ $0) = 2, 
vtG)— [el(G) -1]+[$G)}-1|]= 2, 
vi) -ee(G) + $(0) = 2, 
即 Euler 公式 对 G 亦 成 立 ,归纳 法 完成 .证 毕 ， 

由 定理 3.2 可 知 平面 图 的 曾 数 不 因 嵌 人 方式 的 改变 而 改变 ,因为 xf(C) 与 
ae{ 避 ) 是 局 的 不 变量 

由 多 -st+ 罗 =2, 得 $$ 一 1]=e-vy+1=e 一 tv 一 1), 而 vw 一 1 是 的 生成 树 的 边 
数 ,所 以 平面 图 上 有 界面 的 个 数 恰 为 生成 树 之 外 的 边 数 ,或 日 有 界面 数 等 于 余 树 
边 数 . 

例 3.1 证 明 : 除 ;=7 之 外 ,对 每 个 n 之 6, 有 7 校 多 面体 . 

证 ”多 面体 上 是 连通 平面 图 ,月 yi ) 实 4. 由 人 4, 由 Euler 公式 ,vv-et#$ 
=2.s=-v+g-2324+4-2, 即 EGG) 和 ,四 面 栖 恰 为 =6 的 光 面 体 . 

对 于 上 之 4, 以 夫 边 形 为 底 的 棱锥 是 2k 条 楼 的 多 面体 ,把 上 -1 条 边 的 多 边 形 


3.3 概 太 平面 图 ，53 。 


为 底 的 棱锥 底 角 处 切 去 一 个 "小 尖 儿 ” ,可 得 2 + 1 条 楼 的 多 面体 ,可 见 存在 "条 
棱 的 多 面体 = 之 8 

是 否 有 七 条 校 的 多 面体 苦 有 ,因为 每 个 面 上 至 少 三 条 过 ,所 以 2e(G) 祈 
38(0) 9 本, 即 WS4,g 不 能 小 十 4. 故 %=4, 代 和 Euler 公式 得 


2=v -7+4=v-3, vy~3. 
但 $=4 的 多 面体 是 惟一 的 , 它 有 四 个 项 ,与 v=5 政 盾 . 故 无 七 棱 多 面体 .让 毕 . 
例 3.2 设 心 是 连通 平面 图 , 且 它 的 每 个 面 皆 为 -个 n(n 衬 3) 阶 图 , 则 
(0G) = O02 


证 由 于 6 的 伍 个 面 名 nn 阶 图 , C 的 每 条 边 在 两 个 身上 , 且 每 个 向 及 条 
边 ,于 大 


np = 2e, $ = Ze. 
nn 


7 , 
由 Euler 公式 vv- e+ 区 =2, 得 ve +e 二 2, 解 得 
_ ntv— 2) 
罗 一 2 
证 毕 ， 


3.3 极 大 半 面 图 


如 果 Cr 是 平面 图 ， 一 [fi ,ff2 ,…, 记 ! 是 它 的 面 集合 ,下 边界 上 的 边 之 条 
数 记 成 dC) ,i=1,2,….$. dd(/) 称 为 面 开 的 次 数 ( 度 数 )},d(/) 是 滞 曾 的 
动 界 行 -于 时 ,历经 的 边 的 条 数 .所 以 如 果 有 -条 边 e 旦 所 的 桥 时 (e 使 得 (一 。 
的 连通 片 比 妇 的 连通 片 多 一 个 , 则 称 。 为 桥 ) ,e 对 它 所 在 的 面 # 的 次 数 之 页 献 是 
2( 数 了 两 届 ) ,多 图 3.5,d( 六 )=6. 

在 图 3.5 中 , 桥 wz 数 了 两 志 或 称 走 过 

和 顶 次 数 与 边 数 的 公式 


>, du) = A. 
ve Wr 


相似 地 ,有 公式 


+ 
Zid(1) = 2¢. (3.1) 图 3.5 


内 为 每 条 边 对 平面 图 各 面 的 总 次 数 重 献 了 业 次 . 由 公式 (3.1) 可 以 得 出 下 傈 重要 
结论 : 

推论 3.1 和 藻 6 是 v 宇 3 的 连通 平面 图 , 则 e 所 3v 一 6. 

证 由 于 GG 是 连通 平 击 图 ,又 33, 显然 对 每 个 面 fFEF(G),d( 让 这 3, 出 公 
式 (3.1) 


Tt 
由 Euler 公式 y 一 二 是 一 2 得 3 _3e 1 3 一 6, 于 是 
3y -b= 3e 3p 3 -26 一， 
证 毕 . 
如 时 平面 图 上 有 w 个 连通 片 G7,G;,…,G, ;由 推论 3.1,etG,) 寺 3y(0G,) 一 
6 ,两边 对 莽 求 之 得 


Se(G,) EE DL) -6), 
: | 1- ] 


ae(G) EI )" 6w = 3y ~ 6w, 
4 一 外 


如 E(t dy — Bw. 
推论 3.2 平面 图 G 的 最 小 项 次 数 5<5. 
证 不 妨 设 (; 为 连通 平 商 图 ,由 不 等 式 


£ < 3 6b, 
得 
GD dw) = 2 R23 -6) (v3), 
teE Vi 
S86 
i 


故 8 所 5, 对 于 v=1 或 2, 显 然 有 55. 证 毕 . 

平面 图 的 边 数 , 当 顶 数 兢 定之 后 , 不 会 太 多 . 不然 在 平面 上 敌人 不 下 去 .推论 
3.1 与 推论 3.2 反映 移 止 是 这 . 事实. 

例 3.3 把 凸 多 面体 的 每 -- 条 楼 都 染 成 红 . 黄 两 色 之 一 ,两 边 异 色 的 面 角 称 为 
奇异 面 角 , 某 顶点 A 处 的 奇异 面 角 数 称 为 该 顶点 的 硒 异 度 , 记 成 S .求证 :总 存在 
两 个 顶点 B,C ,使 得 S$, + S. 志 :4. 

证 ” 竹 到 一 顶 A ,把 药 边 同色 的 面 角 名 变 成 0°" 角 ,这 时 ,在 A 处 的 楼 是 红 黄 奖 
错 的 . 于 是 知 $。 是 偶数 { 同 理 可 证 由 多 面体 每 个 面 上 的 奇异 面 角 的 数目 也 是 侦 
数 ,只 需 把 同色 面 角 变 成 180", 朋 认为 此 同色 面 角 是 一 条 楼 ). 

设 贞 多 面体 有 vwv 个 硬 点 A Ap AP 个 回放 fpsE 条 楼 , 则 


3.3 板 人 平面 响 :55 ， 


Ddlf) 一 2E, 
记 /上 的 奇 见 面 角 数 日 为 r( 8) , 则 -CSS 攻关 ]. 又 dg(CF)>3, 改 


r(f) 苹 : 人 ja 2d(f.)—4. 
所 以 奇异 而 介 数 为 


香 [a 


DS = Dp) P24 ) -4) = he -49 


? | 
由 Euler 公 世 ve+F-2,8 一 =v 一 2, 战 


ys, dy -8. 
i i 
又 $ 是 偶数 ,iS，! 中 至 少 两 个 不 超过 2, 姑 存在 两 个 克 BB 与 ,使 得 Sj + Se:4. 
让 毕 .， 
图 3.6 是 -个 五 顶 图 的 平面 知人 , 它 的 二 个 
面 尼 -和 角形 ， 如果 上 绸 可 一 条 边 zas, 则 要 成 了 


KeltKRe)= 10,.v(K,})= 5, pe 
3 -0623x5-6=9<e= 10. 

由 推论 3.1 ,连通 平面 图 的 必 归 条 件 是 过 37 一 ~ 

6. 本 网 太 , 不 星 平 面 图 :在 此 我 们 看 到 一 个 平面 


图 ,再 添 … 条 边 则 变 成 非 平 向 图 的 现象 ,对 此 类 0 os 
现象 ,我 们 可 以 总 结 出 极 大 平 向 图 的 概念 ， 

定义 3.2 车 6 是 wz3 的 平面 图 , 当 w,vE 图 3.6 
VO) ,| 身 ww 攻 ECG)H,G + uw 不 再 是 平面 图 , 则 称 (; 是 极 大 平面 图 . 

上 面 定 义 中 的 " 极 大 ”. . 宁 与 “最 大 "有 区 别 .“ 晤 大 "是 指 某 个 量 的 值 在 同类 量 
中 已 本 能 盏 大 .而 “ 模 太 "是 指 集合 包含 意义 下 不 能 再 扩大 . 即 不 能 在 一 定 流 围 内 原 
有 的 基础 上 再 扩 太 . 最 大 值 是 惟一 的 ,和 极 大 值 可 以 不 惟一 .这 两 个 词 使 用 时 要 彰 情 
挑选 ,不 可 通用 . 

定理 3.3 vy 之 3 的 平面 图 G 是 极 大 平面 图 的 充分 必要 条 件 是 G 的 平面 工人 
的 每 个 向 皆 三 角形 . 

证 充分 性 ;若是 G 的 平 向 隘 人 人 ,是 6 每 面 篆 3 次 ,由 会 式 a sh = 
2 .而今 dt 了) 三 3,- 故 3 二 2e ,代入 Fuler 公式 vy 一 e 十 加 =2, 得 3, 一 3e 二 3$=6， 
3v -3e+2e=6,3v .c=-6,e=3v-6. 推论 3.1 指 出 ,之 3 的 平面 图 的 边 数 的 上 
内 是 3y -6 和, 现 上 的 边 数 已 达到 上 和 界 3v 一 6, 所 以 G 是 极 大 平面 图 ， 
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反 让 之 , 若 GG 中 有 某 个 面 不 是 二 和 角形 , 设 该 面 边 界 为 U4, 则 在 此 
面 内 可 加 上 一 条 对 角 线 ,使 得 G 的 这 个 面 案 成 了 两 个 庙 , 得 到 的 仍 是 -- 个 平面 诅 
人 ,了 (是 极 大 平面 图 相 韦 .证 毕 . 

推论 3.3 ,之 3 的 平 惫 图 是 极 大 平面 图 的 充分 必要 条 件 是 6 = 3, -6， 

定理 3.4 全 在 vy 坟 4 的 极 太平 面 图 , 则 6(6) 守 3. 

证 任 有 取 vw&€ V(tG), 由 于 GG 是 平面 图 , 则 如-~ wv 也 是 平面 图 . 设 避 是 GG 的 
平面 租 入 , 则 vw 在 GG 中 的 位 置 必 在 G 一 vu 的 某 个 面 六 的 内 部 .又 G 是 极 大 平面 
图 ,六 的 边界 上 上 至少 有 王 个 项 点, 强 这 些 顶 点 在 G 中 和 丝 与 ww 相 令 ; 战 在 GG 中 
cftz)s3, 由 了 的 任 齐 忻 知人 6G) 衬 3. 证 毕 . 


3.4 平面 图 的 充 要 条 件 


我 们 已 经 证 实 , Ks 不 是 平面 图 ,下 面 证 明 长 ;3 也 不 是 平 向 图 . 

事实 上 , 苦 其; ,是 平 面 图 ,由 于 二 分 图 无 奇 圈 , 则 并 ; ;的 平面 租 人 每 个 面 的 次 
数 至 少 4 次 .于 是 2e 这 4$ ,又 28e=2x9=18, 即 48<18,g%s<4, 把 ee=9p=6,g<S4 
代 人 Euler 公式 

bb 一 E 二 和 = 了 
得 
6 一 日 +4 这 2， 1 六 2 

矛盾 .证 毕 ， 

由 于 K, 与 ,都 不 是 平面 图 ,把 Ks 与 攻 3 的 - 些 边 的 内 点 处 添加 - 些 者 
项 得 到 的 图 分 别称 为 天. 与 久 ; ;的 同 肛 图 . 显然 并; 与 KK;,; 的 同 胚 图 也 是 非 平面 
图 ， 

定理 3.5(Kuratowsky, 1930) ”GG 是 平面 图 当 旦 仅 当 扎 中 不 含 与 K; 和 Ky 
同 胚 的 子 图 ， 

定理 3.5 的 证 明 人 入 长 ,此 处 从 略 . 欲 深 究 的 读者 ,可 参考 王 树 禾 著 《图 论 及 其 算 
法 江 中 国 科 学 技术 大 学 出 版 社 ,1990) 第 五 章 ， 

G 的 初等 收缩 是 指 若 xs ,vw 是 G 中 的 邻 顶 , 删 去 x 与 ,再 添加 一 个 新 项 ww ,使 
得 mm 与 n 和 9 的 每 个 邻 顶 相 邻 . 形象 地 说 ,就 是 把 ww 边 的 长 度 收 绾 成 零 . 例如 
单 旦 狱 怪 (Petersen 图 ) 可 以 收 拓 成 并 

Kuratowsky 定理 可 以 改写 成 :( 为 平面 图 的 充 要 条 件 是 G 中 无 可 收缩 成 开 。 
或 Ki3 的 子 图 ， 

单 性 妖怪 不 是 平面 图 , 双星 妖怪 也 不 是 半 面 图 .图 3.7 中 5 个 形 如 1 vi, v;， 


3.4 平面 图 的 充 要 条 件 . 57 . 


wasygi 的 项 拖 集 导出 的 子 狠 经 收缩 可 以 蛮 成 5 个 硕 ml ,tis ty tds. 
于 是 出 现 了 以 ww ws ,Watta,ts 为 大 的 一 个 Ks, 人 它 是 双星 妖怪 收缩 产生 的 子 
赂 ,所 以 双星 妖怪 不 是 平面 图 . 


并 ,与 拓 , ,不 星 平 面 网 ,它们 或 它们 的 同上 是 图 是 引起 图 不 能 髓 人 平面 的 两 种 
“站 瘙 ”. 

如 果 -个 图 不 是 平 而 图, 我们 可 以 把 它 的 边 嵌 人 几 个 平面 ,使 每 个 平面 上 的 边 
不 交 义 , 即 把 图 G 的 边 集 划 分 成 E(G)= UU 局， EF, 间 E, = 多 ,i 天 j, 且 每 个 边 导 出 
子 图 G[E,](i= 1.2,….n) 篆 平面 图 .n 的 最 小 值 称 为 图 G 的 厚度 . 

平和 图 的 厚度 是 1, 非 平面 图 ,其 厚度 最 小 为 2. 例如 单 星 小 妊 (Petersen 图 ) 的 
厚度 是 2. 溃 实 上 ,Petersen 图 屁 非 平面 图 ,所 以 它 的 厚度 至 少 为 2; 在 图 3.8 中 , 实 
线 的 边 导 出 的 于 图 是 -个 平面 子 图 6, ,虚线 边 导出 的 图 G 也 是 平面 图 .可见 单 
星 妖 怪 的 厚度 是 2. 

对 于 - 般 图 ,厚度 如 何 求 得 是 一 个 尚未 解决 的 问题 ,至 今 既 未 给 出 计算 央 度 的 
公式 , 亦 术 建立 有 效 算法 ， 对 厚度 下 界 的 估计 ,有 下 面 定 理 . 

定理 3.6 若 如 刀 ) 代 表 图 局 的 厚度 , 则 有 以 下 估计 式 


(D 9(G) 尖 13 二 1 以 >2,1zi 是 x 的 整数 部 分 加 1 


-+ 


(iD 连通 图 0 中 万 三 阶 圈 , 则 9(G) 宇 |，!， 


v2. 
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4 1 


(iD 8KD 宇 | 了 |, 写 3. [x| 是 之 的 整数 部 


E 2 (0 


分 . 
证 由 推 沦 3.1, 当 vy 福 3 时 
E 
D0) 3 El 
HG) = ‘3 | 


(1 对 于 无 3 阶 圈 的 连通 平面 图 Cs3 时 , 它 的 平面 藤 人 每 个 而 的 次 数 至 
少 翅 4, 由 > dtf) = 2e, 于 必 4p2e， $< ， 由 Fuler 公 戌 uw 一 e+ 业 =2 得 


jh,, 
2= rv-et+tvrv- esry 子 ， 
E Edy 4, 
[3 一 
0<5 yl rv>2 
所 以 
~ 1 ée | 
OO) | 4 >2 


(ii 由 于 人 GG) 之 | 一 61,v>2, 所 以 对 于 G=K, 有 


1 
AK > 12 


3p-6 
而 于 v3 时 ,1 一 3，_6 人 (0.1), 所 以 
_ 了 
0 K, 2 :5+(l1- 本 
加 bp” + Sy ~ 14 2 十， 
-| blv 一 2) |- it 


证 毕 . 


3.5 于 面 寥 入 的 芭 森 生长 算法 ， 59 - 


3.5 平面 徐 人 的 灌木 生长 算法 


我 们 难以 建立 判定 :个 图 G 中 有 友 民 ; 与 天 3 的 同 胚 子 图 的 在 效 算法 ,所 以 
尽管 Koratowsky 定理 给 出 了 平面 图 的 充分 必要 条 件 ,仍然 不 能 把 这 一 定理 用 于 图 
的 平面 性 判别 . 1966 年 , Lernpel, Euler 和 Cederbaum 给 出 - -个 所 谓 * 灌 术 牛 长 算 
法 ”, 算 法 经 有 限 步骤 终止 时 ,实现 了 平面 圣人 者 则 为 平面 图 ,否则 为 非 平 面 图 ,此 
法 一 箭 双 有 雕 ,是 平面 图 省 ,可 以 实现 直线 段 平面 榜 入 ,还 可 以 判定 图 是 否 为 平 而 图， 

对 于 图 , 杀 EE VCOG) ,GG-w 连 遂 片 的 个 数 比 G 的 连通 片 个 数 多 , 则 称 ”是 
6; 的 划 硕 ,无 制 项 的 连 遂 图 叫做 块 .GG 中 成 快 的 极 太 子 图 叫做 避 的 块 . 

- -个 图 各 是 平 而 图 的 充 宅 条 件 是 G 的 每 个 块 医 平面 图 ,所 以 下 面 我 们 ?人 论 的 
图 6 不妨 假设 是 块 . 

定 久 3.3 芳 图 是 块 , 边 e。e= EEC) ,存在 映射 5， 

geVEGY -12 3 
其 中 -YYCG) .时 使 得 

fi 

ii) gtt)=y; 

(ii pnEWwIC)- ;x 1 .加 在 在 ww 的 两 个 负 人 碳 如 ,wi 成 剖 gtu) 芝 gg(v) 世 
ga . 则 称 映射 g 为 图 GG 的 编码 

对 于 性 意 的 块 ,如 何 进行 其 sz 编码 ?为 此 首先 建立 一 个 所 谓 寺 足 算 法, 其 
代 生 为 PEA(path finding algorithm). 

PFA 算法 : 

(0) 对 如 执行 DFS, 和 日 取 坎 (7)=1.&(x)=2,{s 是 7 的 儿子 ,tz 是 DFS 的 出 发 
点 ). 把 1 及 边 z: 标 成 “ 老 的 " ,其 余 的 边 和 硕 氏 标 成 “新 的 ”. 

(1 若 vwE VC ,存在 新 的 返回 边 ez wwtk(we) 之 二 (0)), 则 标 e 为 蕊 的 ， 
得 路 *re ,小 . 

(2) 车 存在 新 的 父子 边 e := waetk(twe) > 有 ov)) ,从 。 开始 , 追 足 定义 1(w) 的 
路 ( 语 父 子 迪 前进 ,通过 一 条 返回 边 在 - 顶 w 处 结束 ,其 中 (x)= iw)). 把 此 路 
上 的 一 - 切 硕 与 边 标 成 老 的 , 止 . 

{3) 若 存 在 新 的 返 同 边 es = rofRttzo) > 下 (on)), 则 从 ee 及 父子 边 道行 直至 一 
个 老 硕 ,此 路 上 的 一 切 顶 与 边 标 以 老 的 ,上 . 

(4) - 切 与 v 关联 的 边 丝 老 的 ,产生 空 路 , 止 . 

PFA 算法 的 时 间 复 共度 为 OC FCG)1). 

引 理 3.1 PFA 算法 总 是 从 老 顶 开始 ,wv 关 1, 则 老 顶 之 家 先 也 厦 老 的 . 

证 事实 上 , 兰 =;,s 之 祖先 是 1,t 是 老 的 ,上 述 命题 成 立 ; 假 设 已 进行 了 p 
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次 证 路 ,每 次 器 从 老 项 出 发 ,由 老 硕 之 祖先 缘 老 硕 ， 考虑 p+ 1 次 寻 路 之 后 ,从 寻 路 
的 四 个 步 又 可 以 看 出 ,其 中 任何 一 个 步 又 执行 时 ,命题 结论 仍 成 立 , 由 归纳 法 原理 ， 
引 理 3.1 成 立 .让 毕 . 

引 理 3.2 如 是 块 ,从 老 硕 ww 出 发 (vw 关 1) 寺中 , 则 每 次 产生 个 过 新 边 新 顺 
的 路 ,此 路 止 二 另 - 一 个 老 顶 ,或 是 与 关联 的 一 切 边 第 为 老 的 , 广 生 定 弟 . 

证 ”只 和 者 查寻 路 算法 中 的 (2). 岂 于 GG 是 块 ,% 不 是 割 顶 , 则 ire) 之 二 (Cv)， 
故 (2) 之 终止 点 & 是 的 祖先 .由 于 是 老 的 ,由 引 理 3.1. 肪 以 x 也 是 老 的 .让 
毕 . 

st 编码 算法 : 

(1) i 1,s,! 亿 SS,s 在 1 之 上 方 . 

(2) 车 在 S 之 硕 部 ,把 忆 从 S 中 移出 ;者 w=1, gt , 止 ， 

(3) 其 ut 对 习 执 行 PFA 算法 , 若 从 开始 寺 到 的 是 空 路, 则 gLv} 一 站 ， 
ia 1+], 转 (2)， 

(4) 若 得 的 路 非 空 , 设 它 是 za au， 按 轴 avavu 的 顺 反 把 
它们 就 人 总 , 转 (2). 

st 编码 算法 的 时 间 复 条 度 是 如 (| 天 (六 让 

下 面 让 明 st 编码 算法 给 出 一 个 st 编码 . 

证 从 si 编 妈 算法 看 出 ,下 面 二 个 命题 成 谍 : 

(i) 没有 任何 项 同时 出 现在 S 的 随 个 或 更 多 的 位 置 上 . 

(i 若 二 出 现 订 S 中 ,5 中 在 下方 的 项 直到 得 到 编码 前 是 不 会 得 到 纺 
复 的 . 

(iiiy 弘 当 与 关联 的 边 芭 * 老 的 "时 ,此 项 才 从 S 中 移出 ,不 再 进入 5， 

我 们 来 证 :1 穆 出 S$ 前 ,每 个 项 都 会 放 人 S. 事实 上 ,开始 时 与 :已 在 3 中 ,只 
需 亲 虑 vo 闫 s,, wx 1: 由 于 GG 是 块 , 则 从 ss 到 w 有 一 条 不 过 + 上 的 轨 . 设 此 四 为 
sz dH 10; 这 里 $=,U 没 &,, 是 未 放 入 S 的 第 一 个 顶 . 因 um-1 放 人 了 
SS ,Hz 只 能 人 在 z 之 后 移出 ;由 (it) , wu .1 被 移出 ,只 能 在 与 之 关联 的 一 切 边 
组 老 之 后 ,所 以 wu 必 于 1 被 称 出 前 放 入 S. 

现 证 明 算 法 得 到 了 st 编 公 : 

因为 每 项 放 入 S 后 ,终于 会 被 移出 ,所 以 每 顶 皆 获得 一 个 编码 g(w), 且 g(s) 
-1 因 * 是 第 -个 被 移出 者 ,以 后 的 赋值 是 递增 的 , 故 g(tz)=v, 其 他 项 第 一 次 放 
人 号 出. 是 作为 -路 之 肉质 , 故 在 S 中 .此 项 下 方 还 有 -个 在 G 中 相 邻 的 项 ,上 方 
也 帮 一 项 是 此 顶 在 (; 中 的 分 顶 . 图 (i) ,此 项 上 方 揭 那 个 项 的 编号 小 ,此 项 下 方 的 
那个 硕 的 编号 天, 故 g 是 一 个 st 编码 .证 毕 . 

让 (是 天 , 凯 被 st 编码 ,以 下 用 每 项 的 st 编码 来 称呼 该 项 , V (G)= 1 
2 ,vy|. 我 们 把 定向 成 有 问 图 ,使 得 每 条 有 问 边 虹 小 头 大 .于 是 
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(117 df Ur=D,1 是 惟 -的 " 源 ”, 只 出 不 入 . 

(2) d ty}=0,.v 是 惟一 的 * 坑 ”, 纪 入 不 出 . 

(3 vbE 12.3. 一 4, 则 Cw) 与 9 fu 和 尼 非 零 , 有 进 有 出 . 

i 说 是 沁 状 平面 欧 避 之 平面 节 和 ,Ce = 人 [上 :2 二, 即 人 是 出 项 子 集 
2. 下; 守 出 的 于 图 ， 

引 理 3.3 设 G; 是 合 于 GG 中 的 G 之 半 面 嵌入 , 则 避 一 VG 的 - 切 项 占 
边 皆 概 在 如 ,的 -个 面 内 部 .其 中 二 入， 

证 由 于 GG -VG ) 的 顾 集 不 宝 , 而 VEG -YIG 广 门 VG = 名 ,所 
以 存在 0 的 一 个 和 面 了 广内 部 含 G 一 VEG) 的 车 于 个 硕 . 又 因 了 的 边界 上 的 项 
毕 小 于 内 部 的 顶 ( f 内 之 硕 二 VCG 一 VY{G')) 中 的 ,都 比 & 大), 于 是 内 最 大 
的 而 作为 坑 . 不 然 , 有 -一 边 以 它 为 虹 , 此 边 之 头 比 明 更 大 ,此 头 不 存 了 内 , 必 在 了 的 
边界 上 ,而 六 上 的 项 属于 G5 .都 不 大 天 大, 予 盾 . 又 G 只 有 一 个 坑 ,所 以 了 内 部 会 
有 GV(CG ,的 - : 切 顶 与 过 .不 然 , 在 (7% 的 另 一 个 面 产 内 仍 有 G 一 V(G'i) 的 
硕 ,于 疙 问 理 得 知 广内 亦 有 坑 , 与 坑 的 惟 - -性 予 盾 , 证 毕 ， 

用 引 帅 3.3 可 刊 ,我们 可 以 把 6- CA 的 边 与 顶 左 在 G1 的 外 面 内 . 

平面 奉 和 的 "并 木 生长 法 "电路 如 下 ， 

把 C, 的 项 按 st 号 础 让 在 从 第 一 居 到 第 * 层 的 水 平 线 上 ,再 画 上 过 ,实现 6G， 
的 平面 檬 入 ,再 从 6 的 承 出 发 不 颁 驻 地 而 出 进入 Y(G) ~ VWV{Gi) 的 - 切 边 ， 
木 过 这 些 边 的 头 天 在 最 高 层 水 平 线 二 ,其 中 两 条 过 有 辐 一 个 涉 时 ,也 通 成 两 个 类 ， 
再 把 这 些 头 标志 以 站 GG 中 的 st 编 妈 ,这 样 可 能 有 几 个 在 最 高 层 的 项 有 相同 的 号 
码 ,它们 在 G 中 本 来 是 一 个 质 , 我 们 称 这 种 顶 为 虚拟 项 ,以 它们 为 头 的 进 称 为 虚 执 
过 ,这样 得 到 的 .个 能 和 图形 叫做 灌木 BB . 

例如 ,图 3.9 中 的 图 G, 顶 旁 标的 是 st 编码 ， 考 虚 G;, 它 是 由 11,2,31 导 出 的 
站 图 ,是 - -个 三角形 ,可 平面 柑 人 成 1. 见 图 3.10, 进 入 YG) 一 VLG3) 的 边 有 
16,14,24,25,35,36. 图 3.10 区 的 是 关于 图 3.9 的 治 
林 B,. 

若 B 的 E+ 1 季 典 氢 硕 连贯 地 出 现在 第 v 上 层 , 我 
们 把 这 些 志 + | 导 虚 拟 项 重合 成 -个 项 ,保持 其 关联 
边 林 交 及 ,到 把 此 顶 从 第 ， 层 降 和 到 第 &+t 层 :进而 把 
从 +1 于 硕 出 发 的 虚拟 边 与 虚拟 顶 币 好 ,得 灌木 
BB ,; .这 .过程 车 可 继续 进行 , 则 可 得 灌木 B, ,从 而 完 
成 的 平面 嵌入 ， 例如 图 3.9 中 的 图 占 , 8B， 见 图 
3.11.B: 克 图 3.12,B6=G 见 图 3.13， Bs 就 是 图 3.9 图 3.9 
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中 图 全 的 平面 典 入 . 
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图 3.12 呈 . 册 3.13 天 .一己 


还 剩 -个 问题 是 怎么 解决 第 ， 层 上 同一 好 码 不 连贯 出 现 的 情形 . 

我 们 看 到 ,我 们 完成 了 -个 直线 段 边 的 平面 府 人 . 

为 了 讨论 那个 剩 下 的 问题 ,我 们 引入 图 的 "元件" 概念. 

在 图 曲 一 中 (vv€EVIG), 阁 6G, 是 G-w 的 -个 巡 通 片 , 则 称 
[VG Uiw! | 为 G 的 关于 ww 的 -个 元 件 . 

引 理 3,4 设 包 是 B 的 -个 割 顶 ,多 1; 则 恰 有 一 个 关于 vw 的 元 件 , 共 上 合 
比 wv 小 的 项 . 

证 由 二 编码 ,YuwEVCB,),1 氨 #H 芝 vy, 不 妨 没 ww 这 1, 存在 挝 4 Hi 
E(B,) :存在 志和 ,uu CE(B,),…. 十 是 找到 了 -- 条 从 1 到 4。 但 不 超过 ww 的 
道路 , 即 切 比 ww 小 的 顶 在 BB 一 vw 的 问 -一个 连通 片上 .于 是 w>1 时 , 恰 有 -一 个 元 
件 会 比 小 的 项 . 让 毕 . 

引 理 3.4 指出 .若是 B; 的 割 顶 , 除 去 含 1 的 那个 关于 vw 的 元 任 , 在 关于 
的 其 他 起 件 中 ,ww 部 是 最 小 的 顺 ;而 这 些 以 v 为 最 小 顶 的 每 个 元 件 又 旦 以 wv 为 根 
的 子 灌 未 ,每 个 子 滩 木 可 以 以 % 为 根 翻 转 180"{ 根 在 下 方 ) 或 者 把 同根 的 子 洒洒 的 
位 置 进 行 血 换 ,以 期 上 +11 时 虚拟 项 在 最 高 屋 连贯 出 现 . 例如 图 3. 14 中 画 的 是 
B, ,我 们 可 以 把 1 与 8 导出 的 元 件 和 1 与 9 导出 的 元 件 置 换 ,再 把 1,4,5,8,9 导出 
的 元 件 翻 转 , 再 时 换 到 最 右 侧 , 则 在 最 高 层 出 现 9,9,9,8,8,8,9, 于 是 8 连贯 地 在 
晤 高 屋 出 现 , 可 以 重合 成 一 个 8 号 硕 . 

引 理 3.5 设 日 是 B, 的 块 ,和 Ty, ys, Yn EVD 又 是 
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图 3.14 


B, - 王 ( 号 ) 的 边 之 端点 , 则 所 有 的 yy2，… ,ys 在 BB 的 每 一 种 平面 岩 和 形成 的 汐 
木下 ”中 都 在 所 的 平面 最 人 五" 的 外 面 边 界 上 ,日 顺 序 相同 { 可 以 是 顺 时 针 也 订 以 
是 道 时 针 排 列 )， 

证 设 在 B' 中 昌 的 平面 肉 入 为 惠 , 则 yi ,yy ，…,Yw 是 Bi 一 EF(H ) 的 边 之 
端点 .所 以 加 ,pw 在 万 的 外 而 边界 上 是 显然 的 ， 

设 B', 与 8 是 如 的 两 个 不 同方 式 画 出 的 灌木 , 互 是 其 中 的 块 ,五 的 平面 模 
大 分别 为 H' 与, 若 y,, yy 在 末 的 外 边界 上 相 邻 ,但 在 王 的 外 边界 上 不 相 邻 ， 
则 HH" 的 外 边界 上 存在 另 黄 个 项 yy 与 六 相 邻 ,它们 隔离 了 与 . 在 后 中 有 两 条 
轨 PPCy, ,ww 与 已 (ww) ,它们 万 公共 硕 点 ,但 在 H 中 这 样 的 两 条 轨 椒 存在 , 巴 
盾 . 所 以 5B 不 同 的 通 法 不 影 喧 y, ,yi ,…,y。 在 日 的 诬 入 中 在 外 边界 上 的 相 邹 天 

引 理 3.6 设 B' 与 8 是 G 的 两 个 洪 本 , 则 存在 有 限 次 的 BB 的 元 伞 的 翻 
转 与 置换 ,使 得 B', 变 成 B" ,日 B” 与 B 中 虚拟 顶 出 现 的 次 序 一 致 . 

证 若 B' 与 B% 只 有 疯 个 天 , 引 理 3.6 显然 成 立 . 假设 对 于 顶 数 不 超 过 i- 
1 的 灌木 B 与 了 引 理 3.6 已 成 立 , 考 虚 顶 数 为 1 的 两 个 灌木 B, 与 B,, 设 v=1 
是 它们 的 根 ， 

(i) 若是 B14 与 8B 的 割 顶 ,我 们 把 关于 ww 的 元 件 ( 子 灌木 ) 排 列 得 顺 友 一 
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至 ,由 归纳 法 假设 .B， 中 的 每 个 以 为 根 的 子 灌木 可 以 通过 有 限 次 匹 件 的 郡 转 与 
冒 换 而 使 其 唐 拟 顶 的 排列 与 串 ， 中 相应 的 子 灌木 一 图 , 战 而 定理 成 立 . 

( 若 v 不 是 B' 与 B' 的 割 顶 , 设 记 是 含 w 的 抉 ,在 Bi 与 B' 中 ,的 柑 
人 和 分别 是 所 与 后 设 1w 加 ww 是 后 质 集 的 子 集 , 昌 加 ,ww 和 营 为 
E(B,) 一 (中 边 之 端点 .由 引 理 3.5,y1,y; 呈 ,ym 都 出 现在 H' 与 日 的 外 面 
边界 上 ; 藻 绕 行 顺 序 相反 , 则 可 把 B'; 翻转 而 使 ,yw 按 同一 代行 方 问 在 
昌 与 于 的 外 边界 上 虎 序 一 致 . 由 引 理 3,4, 每 个 y(i=1,2,…,m) 畦 为 某 个 子 灌 
本 的 根 ,年 这 些 子 灌 术 在 B', 与 下, 中 的 出 现 次 序 , 由 引 理 3.5 可 以 经 置换 变 得 -一 
致 ， 丸 由 归纳 法 假设 ,每 个 上 述 子 灌木 可 经 有 限 次 翻转 与 演 换 ,使 相应 的 子 灌木 上 
虚拟 顶 出 现 的 次 序 一 致 , 进 凋 BB 与 B85 的 虚报 项 出 现 的 次 序 : 致 .证 毕 . 

由 上 述 引 理 和 st 人 码 的 性 质 易 知 ,我 们 能 得 到 一 个 灌 术 B, ,使 其 &+1 多 萎 拟 
项 证 最 高 层 连贯 地 出 现 . 依 此 最 后 可 得 GG 的 平面 艇 入 ( ， 闪 且 和 找 们 得 到 的 是 边 
中 直线 段 的 平面 髓 入 . 

平面 图 在 工程 技术 上 的 广泛 应 用 和 在 拓扑 图 论 中 的 理论 意 交 ,加 之 4CC 也 产 
自 平 面 图 ,使 它 成 了 图 论 中 十 分 活跃 的 课题 ;从 图 论 的 历史 上 看 ,下 十 长 uratowsky 
定理 的 建立 和 证 明 打 琶 了 图 论 发 展 的 沉闷 局 面 , 该 定理 是 图 沦 振 兴 的 转折 品 . 

本 意 介 绍 的 Fuler 多 面体 (平面 图 ) 公 式 是 数学 史上 最 漂 党 .最 有 用 的 全 五 之 

-， 测 道 过 治 森 生长 逐次 地 完成 平面 图 的 直线 段 平面 嵌入 技术 则 是 现代 图 论 算法 

中 小 分 直观 .十 分 精彩 的 算法 之 一 ,而 与 之 配套 的 BFS 与 DFS 则 是 赂 论 中 最 具 基 
础 性 质 的 算法 . 它 的 “ 走 -- 步 是 一 步 ,得 进 旦 进 , 行 不 通 时 再 后 退 的 摸索 精神 是 艾 
沦 许多 算法 可 以 借鉴 的 思想 . 


习 题 


.证明 民 、 写 R30; 删 去 一 第 边 轩 是 平 向 图 ， 
. 把 上 ; 撕 入 环 面 可 能 吗 * 若 能 , 试 西 其 示意 矢 . 
、 试 写 出 五 面体 的 项 数 , 边 数 和 楼 数 . 
.证明 : -个 图 是 平面 图 当 且 私 当 它 的 每 个 块 簿 于 画图 . 
5 称 G' 是 半 面 图 好 的 对 全 图 ,0 如 下 构 作 ;GG 的 平面 能 入 避 的 面 集 下 是 避 " 的 顶 集 , 翁 
当 (中 两 个 面 有 公共 按时 ,在 GG' 中 相应 的 两 项 相 邻 , 若 e 是 G 的 桥 ,好 G 一 e 不 连通 ; 则 在 
妨 "上 上 商 -个 环 ,此 环 避 。 所 在 的 面 对 应 的 人 之 匣 相 关联 . 若 平 面 图 G 与 其 对 偶 图 同 构 , 则 称 
;为 身 对 偶 图 ,证 明 : 

(4) 茶 三 为 自 对 偶 图 . 则 (tt) 一 2v(0) 一 2. 

(2) 灶 于 FCN.n 宇 4, 构 作 -- 个 » 项 自 对 情 图 . 

6. 医 局 是 极 大 平面 图 ,风电 的 对 费 图 G' 有 下 列 性 质 :每 项 孵 三 次 { 一 深 正则 图 ), 晶 至少 
删除 两 杀 边 才能 使 GG“ 洒 连 通 ， 
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6 的， 第 三 意 ”平面 图 

7. 蔡 忆 的 项 数 不 少 于 11 个 , 则 GG 不 是 半 面 图 . 

3. 5 一 rT2 ,1 是 平面 上 的 点 组 成 的 集 侣 ,nr 守 3,S 中 任 二 点 距离 至 少 为 1, 则 目 离 
怡 为 1 的 项 对 在 S 中 最 多 3n -6 半 . 

3. 羡 出 正 12 面体 与 正六 面体 的 对 偶 图 . 

i 吹出 庄 四 面体 . 止 入 面体 与 止 20 面体 的 对 侦 图 . 

11. 设 w 是 平面 图 (的 连 遂 片 个 数 , 刚 

ve) - ELC) + Bi) = w+]. 

Il2.， 斌 让 正 多 面体 世 有 五 种 , 电 算 出 它们 的 顶 数 . 楼 数 和 面 数 . 

13. 若 多 面体 两 个 面 的 会 共 棱 皇 多 一 个 ,证明 它 主 少 有 两 个 面 边 数 相 问 . 

14. 地 图 上 每 两 个 籽 区 者 相 刍 . 问 最 多 是 儿 个 地 区 ? 

15. 证 明 图 3. 15 不 是 平面 图 . 


图 3.15 


16， 证 遇 在 ，* 节 了 7 的 连通 平面 图 上 可 选取 不 超过 s 个 顶 ,把 它们 副 除 后 得 到 的 贸 不 连通 . 
]7. 用 灌木 牛 长 算法 验证 KK， 不 是 平面 图 . 
]8、 用 洪林 生长 算法 把 图 3.16 进行 下边 半 而 拖 人 ， 


图 3.16 


第 四 章 ” 匹 配 理 论 及 其 应 用 
4.1 瑟 配 与 许配 


mi 家 丙 科 技 公 司 刘 科技 大 党 的 研 响 生 院 招聘 经 理 , 每 家 公司 只 招收 : -各 ,只 
要 趣 该 校 研究 院 毕业 生 他 们 都 福 意 .但 毕业 生 们 每 人 心目 中 有 有 已 叮 以 接 爱 的 公 
吉 的 -一 个 清单 ,不 是 任何 公司 他 们 都 会 忆 聘 的 .没有 名 毕业 人 研究生 , 冲 是 奋 每 位 
毕业 人 研究 生 帮 上 叮 能 得 到 他 可 以 接受 的 江 作 岗位 ”如 果 椒 可 能 (这 种 情况 有 ,例如 
所 4 或 有 二 名 毕业 生 , 他 们 可 以 接受 的 公司 的 清单 是 一 样 的 ,都 只 有 两 个 公司 ， 
等 等 ) ,最 多 是 能 有 多少 位 毕业 生 满 意 ? 

从 诸如 上 述 实 际 问题 当中 我 们 抽象 出 下 列 概念. 

定 光 4.1 MM 是 图 的 边 子 集 ,二 MM 中 任 二 边 在 GG 中 不 相 邻 , 则 称 M 是 GG 
中 的 一 个 匹配 或 称 对 儿 集 ; M 中 的 每 条 边 的 两 个 端点 称 为 在 M 中 相配 ;MM 中 得 过 
的 端点 称 为 被 M 许配 ;6 中 每 个 项 点 缘 被 新 许配 时 , 称 M 为 G 的 一 个 完 旬 虹 
部 !: 0 中 边 数 最 多 的 抱 配 称 为 避 的 最 大 匹配 . 

例如 KK; ;中 有 完备 匹配 ,上 不 正 个 . 例 
如 粗 实 线 边 组 成 -个 完备 开 配 Mi .虚线 边 组 
成 男 一 完备 吡 配 奢 ; , 细 实 线 边 组 成 第 .组 元 
答 胞 配 M;, 和 且 MM 站 NM, = AT， 站 MI, = 
Mi 人 门 M = 下 , 见 图 4.1. 市 在 下, 中 每 个 最 
大 匹配 具 信 两 条 边 ,无 完备 史 配 . 

数学 由 一 个 著名 的 问题 是 Hernouili-tui- 
or 错 搬 售 往 问题 : 向 4.1 

给 位 同学 各 二 好 一 封 信和 的 信 得 , 叉 写 好 了 给 这 位 回 学 的 信封 , 问 有 多 少 
种 可 能 把 信 签 都 搬 错 了 仿 封 * 

如 时 用 b(n} 表 六 所 求 的 管 数 , 则 显然 501)=0,65(2)=1, 见 图 4.2{x, 信 每 
揪 人 vy, 信封 内 ,xz; 信 秘 插 入 ww 信封 内 才 导 没有 插 错 ). 8(3)=2, 见 图 4.3( 给 第 
i 位 同学 的 信 等 是 .x ,下 确信 封 是 y, ) 第 一 种 可 能 用 粗 实 线 表 示 ,第 二 种 可 能 用 细 
实 线 柴 示 . 插 错 依 签 的 每 种 可 能 对 应 着 图 (; 的 -- 种 完备 匹配 ,网 G 是 把 K,,, 中 把 
边 子 集 1rw 17 二 1,2,…,n :删除 后 所 得 的 图 . 图 4.4 表示 避 ,我 们 只 男 了 大 ,中 
被 删除 的 边 !{ 用 虑 线 ) ,每 硕 处 美 联 和 的 -上 条 边 没有 表 出 ,车 是 # -1 次 正则 的 二 
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如 果 信 策 x, 错 插入 y; 信封 , 则 5(n)= elx 一 1), 其 中 etnx 一 1 是 Gx 一 
yz 中 完备 匹配 的 个 数 ; 在 6G 一 +, ~ wv; 中 ,车 x 与 yy 相配, 则 其 完备 匹配 的 个 数 
为 p(n 一 2), 若 xz; 不 与 yt 相配 , 则 其 完备 匹配 的 个 数 为 h(n 一 1), 所 以 e(n 一 1) 
二 b(n 一 1}+B(n 一 2), 即 如 果 信 签 ri 错 搬入 y, 信封 时 ， 

(i) xz; 错 插 人 x ,出 可 能 的 G 中 完备 下 配 之 个 数 为 b(n 一 2). 

(ii) xz; 不错 插 入 yi . 则 可 能 的 G 中 完备 匹配 的 个 数 为 p(n 11). 

所 以 r, 错 播 人 w 时 ,G 中 共计 有 8(z 一 1)+ 5(n 一 2) 种 不 同 的 完备 匹配 , 南 
x 错 择 的 可 能 有 一 1 荆 种 , 妈 my,zriy xin 分 别 是 错 插 相应 的 边 . 有 所以 
Bermoulli-Euler 错 插 信 短 问题 之 解 b(n) 满足 线性 递 推 方程 的 初 值 问 题 


(ny 一 xn- Dbtn-1)+b(n -2)l)，n 守 3, (1) 
bp(1) = 0, (2) 
bp(2) = 1. {3) 


由 此 可 推出 : 
pf3 = (3-1)105(27 + b(1}] =2x[it+0|] = 2, 


4.2 有 丰 配 定 震 + 9， 


pl4) = (4 -1) 83) + 582)] =3x[2+1]= 9, 

b(5) = (5—1) 64) + 8(3)] = 4xi9+2] = 44, 

pt6) = (6 ~— 1)LaS) + b(t4)] = 5 x [44+9! = 265, 

pt7} = 7- 1) 56) + 865)] = 6x [265 + 44] = 1854, 

bp{8} = {8 =- oC) + bE6)] = 7 x [1854 + 265] = 14833, 

9) = {9— 1 p(B + p77})| = 8 x|14833 + 1854] = 133496, 

pil0) = (10 ~ Daf9)+af8)] = 9 x [133496 + 14833] = 1334961, 

10 封 信 发 生 每 信和 皆 错 的 可 能 性 竟 有 100 多 万 种 ,正确 的 方式 只 有 一 种 可 能 ,错误 
的 方式 几乎 不 可 胜 数 ! 

一 个 图 G 中 的 匹配 若 不 是 最 大 的 ,有 可 能 把 
它 改造 成 更 大 的 ( 边 和 更 多 的 ?匹配 .例如 图 4.5 中 
的 匹配 M = | oz ,考虑 轨道 pm ma v4; 这 条 
胃 上 的 边 在 市 外 与 M 内 交替 出 现 ,是 起 止 硕 vw， 
与 wv 皆 示 被 M 许配 . 如 果 把 此 加 上 的 mm 与 
vw 放 人 MM, 而 把 原来 在 M 中 的 mn 从 艇 中 心 ™ a 
删除 , 则 M 被 改造 成 比 原来 多 -条 边 的 更 大 的 
匹配 M .于 是 我 们 产生 了 下 面 的 定义 ， 

定 兴 4.2 设计 是 图 GG 中 的 一 个 拒 配 ,6 中 的 一 条 轨 Pa 上 ,az 与 w 末 
被 M 许配 ,但 Piw,w) 上 的 边 交 替 地 不 在 M 中 出 现 与 在 MM 中 出 现 , 则 称 已 (av) 
为 M 的 可 增 广 加 . 

从 图 4.5 我 们 已 经 看 到 ,如 果 找 到 一 条 可 增 广 胃 , 则 可 以 把 原 匹 配 改 造成 多 一 
条 边 的 较 大 匹配 ,如 此 继续 逐次 寻找 可 增 广 轨 , 吕 以 指望 把 一 个 初始 叱 配 改 造成 最 
大 匹 本 


图 4.5 


4.2 匹配 定理 


本 节 介 绍 Berge. Hall, Konig 和 Tutte 基于 匹配 理论 的 四 个 基本 定理. 其 中 用 
划 符 号 A 电 B, 定 义 AGB= {AUB)-(ANMmB), 其 中 有 4 与 B 屁 集 合 , 称 AOB 
为 A 与 8B 的 对 称 差 ,内 为 A 晤 B= BGA ,有 对 称 性 ;有 时 把 AOB 写成 AB. 

定理 4.1(Berge,1957} M 是 图 GG; 中 的 一 个 最 大 匹配 当 且 仅 当 G 中 无 训 的 
可 增 上 罗 . 

证 其 扎 中 开打 的 可 增 广 轨 ,但 M 不 是 6 的 最 大 匹配 ,好 GG 中 有 另 一 匹配 
AM ,M 的 边 数 比 M 的 边 数 多 ,考虑 G 的 子 图 
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GG = OMOM ]. 
由 于 MM 与 和 是 蕊 本 ,IM 中 的 边 两 两 雹 公共 端点 ,MM 亦 然 ,所 以 中 顶 的 次 数 不 
是 1 就 是 2, 于 是 (的 连通 片 必 为 其 过 在 MM 与 MM 中 交 符 出现 的 疾 , 不 然 就 居 边 在 
AT WAf 中 克 赫 出 现 的 加 ;区 M 5 ML 的 亡 数 不 同 ，M | > | 机 ,出所 的 定义 ,人 
中 柬 生 人 的 边 比 来 得 M 的 边 多 .于 是 让 的 基 个 连通 片上 作为 以 AM 中 的 边 为 起 目 
这 的 轨 Pa py ,Plu 是 MM 的 可 增 广 轨 ,与 假设 局 中 无 M 可 增 广 轨 币 夯 , 至 
此 让 得 4 是 6 的 最 大 开本 

友之 ,车 M 是 的 最 大 匹配 ,最 然 司 中 无 M 可 增 广 轨 ,不 然 M 还 可 改造 成 
边 数 里 针 的 匹配 ,1 邮 是 最 大 淆 本 村 违 . 证 毕 ， 

定理 4.2(Hall, 1935) 设 G 是 下 分 图 , 顶 集 的 二 分 图 划分 为 XX 与 Y, 即 
VO)= XUY,X 们 Y= 安 , 中 无 分 项 对 ,YY 中兴 然 ; 存 在 把 中 坡 丝 许配 的 四 
了 的 充 要 条 件 是 YSCX ,NS 31S1 ,其 中 NIS) 是 S 中 每 个 顶 的 邻 质 组 成 
的 所 谢 S 的 邻 集 . 

证 若 S 半 , 辕 有 1N(GS)! 宇 151, 亿 名 中 无 把 X 中 贤 租 许配 的 此 大, 志 略 
4.6. 没 MM 紧 的 一 个 最 大 匹配 ,当然 MM' 也 不 能 把 XX 中 硕 丝 许配 , 设 w 是 -个 玉 
被 M 许配 的 XX 中 脐 , 今 A 是 被 MM 的 交错 轨 与 v 连 和 通 的 集合 . 由 定理 4.1,v 下 4A 
中 展 ”- 的 末 被 时 许配 的 顶 , 不 锚 8 下 有 可 增 广 轨 ,与 M' 是 最 大 匹配 相 韦 . 今 

号 = 站 门 其 ， 
NS) AmYr NGSY = 1S$| -1, 与 假设 YSCX, 党 有 |N(S)| 二 1S| 
相 违 ,全 此 证 出 充分 竹 . 


了 1 
图 4.6 


必要 性 的 证 明 : 设 有 把 中 项 篆 许配 的 匹配 ,Y SEX, 则 S 的 项 亦 丝 被 许 
配 , 5 与 S 中 硕 相 了 配 的 项 的 个 数 是 , S,, 叉 与 5 中 项 相配 的 项 绰 在 S 的 邻 集中 , 故 
NIS 221S1 证 毕 . 

定型 4.2 就 是 图 论 中 车 名 的 Hall 婚 取 定理. 

1935 年 ,有 大 向 Hall 提出 如 下 问题 :城中 每 位 小 伙 子 都 结识 下 位 姑娘 ,每 位 姑 


本 .了 吴 配 让 理 ， 了 | ，: 


女 都 结识 吉 使 小 傣 子 , 空 1 癌 这 些 未 婚 育 年 是 否 色 研 与 委 己 的 意中人 结婚? 

Hall 把 上 述 问 题 化 成 下 面 的 狗 论 模型 : 令 小 伙 子 集合 为 多 .姑娘 集合 为 下 , 仅 
妆 引 小 估 于 ] 已 臣 女 结 识 时 .在 甲 与 忆 两 硕 间 连 一边 ,构成 -个 去 次 下 则 -分 图 ， 
上 次 [全 二 站 于 则 2 分 图 中 存在 完备 此 配 3? 

Hall 由 定理 4.2 推导 出 下 面 推 沦 ,从 而 让 定 地 回答 了 上 述 * 与 意中人 人 结 的 
问题 . 

推论 4.1 到 次 扩 则 2 分 图 右 完 答 沙 可,& 交 0 

证 设 针 与 Y 尾 & 次 正则 2 分 图 的 项 划分 ,XX 中 无 邻 议 对 ,YY 中 小 然 , 则 

e{(7)=kIXNI-k:Y|, 上 > 0 
从 而 | 时 | = YYSGCX SS 关 全 ,显然 下 1S| :下 NIS) .因为 与 S$ 中 的 硕 尖 联 
的 每 条 边 有 -一 个 端点 在 NI1S) 中 ,于 是 得 1Si 过 NGCS) ;由 定理 4.2 知 GG 中 有 把 
X 让 硕 绷 许配 的 匹配 . 飞 1X 一 1 ,所 以 GG 路 有 完备 匹配 .让 上 毕 . 

例 4.1 动物 运动 会 进行 鱼 免 100m x2 赛跑 ,每 只 马 人 能 认 襄 10 只 人 兔 三 ,每 只 
兔子 认识 10 只 乌龟 . 包 免 们 玫 要 求 和 日 己 的 朋友 ( 相 说 者 ) 组 了 {每 队 :他 人 锡 ) 参 
赛 , 冲 中 在 能 如 说 ? 贡 能 如 诛 , 这 种 比赛 能 进行 儿 轮 ,使 得 每 轮 比 赛 征 只 包 人 锡 部 二 
参赛 ,上 几 针对 包 免 至 多 只 许 参 赛 -- 次 . 

解 “以免 组 成 X 集 , 龟 组 成 Y 集 . 仅 当 全 免 相识 时 ,在 相应 的 珊 间 连 -条 过 ， 
构成 :不 10 次 目 则 二 分 图 . 由 推论 4.1,6 中 有 完备 匹配 Mi , 控 M 的 此 配方 式 
组 队 进 行 第 - 轮 比 赛 . 把 M 的 过 从 中 删除 ,得 9 次 正则 图 和 , 同 理 二 组 织 第 
一 轮 比 赛 . 依 此 类 推 , 可 纽 织 10 轮 比 赛 , 每 对 龟 任 朋友 都 合作 过 怡 次. 

1931 年 ,Kenig 发 现 一 分 图 中 的 最 大 瑟 配 中 边 的 茶 数 与 图 的 另 一 个 图 常数 关 
系 密 切 ,这 个 岗 常 数 就 是 所 谓 欧 希 

定义 4.3 设 HCVCGG).G 的 每 氏 边 名 三 BB 中 的 顶 相 关联 , 则 称 片 足 避 的 

覆盖 集 ; 若 器 让 的 一 个 办 盖 集 , 介 ¥ EB.B- 1: 不 此 是 (; 的 覆 六 集 , 划 
称 ; 是 (的 极 小 戏 羡 ; 若 B 是 局 的 项 数 最 小 的 覆盖 集 , 则 称 卫 为 习 的 最 小 炸 盖 ， 
最 小 覆盖 中 质 的 数 日 称 为 G 的 履 盖 数 , 记 成 B(G). 

例如 ,图 4.7 中 图 G 的 窒 盖 数 8(0)=4,1w ,ya 4! 是 一 个 最 小 履 讶 
志 实 了 ,个 顶 是 不 能 组 成 .个 覆盖 集 的 ,内 为 欲 覆盖 外 面 边界 上 的 5 条 边 ,全 少 
需要 开 边 形 ul wy warsrsten 上 的 三 个 项 ,这 时 汪 1 关联 的 五 条 边 述 有 两 条 林 被 村 
羞 , 而 如 图 4.7 所 示 ,4 个 项 可 构成 一 个 覆盖 集 . 所 以 最 小 覆盖 中 有 4 个 项 ， 

定理 4.3(Konig,1931) 若 G 是 一 分 图, 则 其 最 大 匹配 的 边 数 为 BC 

证 设 夺 是 二 分 图 全 的 最 太 匹 配 ,X 与 立 是 二 分 网 的 顶 划分 . 者 MM 把 X 中 
-- 切 质 恬 许 配 , 则 1 = |X!. 这 时 XX 显然 是 G 的 一 个 最 小 覆盖 ,因为 路 交 作 M 
中 的 边 全 少 用 | M 个 顶 . 故 这 种 情况 下 ,成 六 | Mi = 1X|= BC 
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若 M 未 把 居中 顶 医 许配 , 设 X% 足 X 中 本 被 困 
许配 的 项 组 成 的 集合 , 见 图 4.8. 令 过 是 由 由 的 交错 
轨 与 X 中 项 连通 的 项 之 集合 , 记 
二 > 5S- ZNX, T=ZNY, 
则 和 (5)= 了 .有 取 


B={X- Ss)UT, 
B 由 图 4.8 中 “ 黑 顶 ”+ 人] 组 成 , 则 上 BB 是 6G 的 一 个 着 


盖 集 .事实 上 ,如果 B 不 是 G 的 覆盖 集 , 则 至 少 存 在 

图 4.7 一 条 边 ee ELO)，e 的 一端 在 S 中 , 男 - 靖 在 了 了 

中 , 即 e 的 两 个 端点 和 丝 " 咎 顾 " 必 ,此 写 NS) = 了 下 

盾 . 又 iM|=|B1, 而 GG 中 任 - 紫 配 M', 医 有 1M | 守 B8(07), 故 iM 半 2G), 即 

81 迄 8(G), 故 BB 是 0 的 最 小 覆盖 , 宇 此 证 出 最 太 匹 配 中 边 的 条 数 等 于 8(G). 
证 毕 . 


| 


1947 年 ,Tutte 研究 了 一 般 图 (不 -- 定 是 二 分 图 ) 存 在 完备 匹配 的 充分 必要 条 
件 . 例如 图 4.9 中 的 图 G , 它 不 会 有 完备 匹配 ,事实 上 , 若 有 完备 区 本 M, 由 于 GG 
的 对 称 性 ,不妨 设 ww EE MM, 则 vj v3 4M .进而 推断 vw,w; 与 vivs 愉 有 一条 在 M 
中 ,不妨 设 志 vyE€ MM, 这 时 对 于 we ,vi ,ws 二 个 顶 , 欲 把 它们 和 丝 被 M 许配 出 大 ,只 
能 利用 入 ww zwg 上 的 二 条 边 参 加 邮 ,人 这 不 能 把 ve ,ay ,vs 全 许配 出 去 了 ! 在 图 
4.9 中 ,GG 一 v， 有 一个 奇数 顶 的 连通 片 ,这 每 个 连通 片 作为 一 个 图 都 不 会 有 完备 匹 
配 , 每 个 连通 片上 择 少 剩 下 -- 个 预 未 被 许配 ,这 剩 下 的 项 只 能 与 删除 的 项 mw 在 它 
中 配对 几 , 删 除 的 项 上 只有. :个 ,不够 ;一 般 地 ,删除 一 些 顶 ,得 到 若干 奇数 个 也 的 连 
通 片 时 ,删除 的 顶 数 不 能 比 奇 数 顶 连通 片 的 个 数 少 才 有 指望 使 G 有 完备 匹配 ， 

定理 4.4(Tutte. 1947) 图 G 有 完备 匹配 当 且 仅 当 Y SCV(G),O(G 5) 


4.2 号 本 党 理 。 了 73 :+ 


二 4.9 


< , 蔡 中心- SS) 是 已 S 中 奇数 个 顶 的 连通 片 的 个 数 . 

证 汕 YWSCV(OO),O(G 一 S$S) 近 1S|, 而 中 无 完备 比 配 , 令 (7 是 有 如 下 性 
质 的 图 ， 

(1) GG 是 GG 的 生成 子 图 : 

(ii 是 无 完备 匹配 向 边 数 最 多 的 单 图 . 
FF 是 -SS 必 GG -5S 的 生成 了 图 , 因 币 

NG -SO(G -5)E| S91. 

令 S= 抽 , 则 DOES0O, 即 CC =0, 从 而 的 顶 数 是 偶数 . 

令 忆 是 信忠 G)-1 次 项 之 集合 ,由 G 之 定义 ,UU 关 邮 ,车 UU=V(G ), 则 
GG 中 有 完备 匹配 ,这 不 可 能 .所 以 UU 是 VWV(G' ) 的 只 玫 集 . 下 面 证 明 G ~ U 是 不 
相交 的 完全 图 之 并 . 反 证 之 , 若 G - U 的 某 连 通 片 不 是 完全 图 , 则 在 该 连通 片 中 ， 
存在 顶 +，y，z ,使 得 zyzEEIG ,而 zzEE(G .又 yEU ,所 以 存在 wE V 
(0G 一 咒 ) ,使 得 yw KE(G'). 由 于 CG’ 是 没有 完备 匹配 的 :1V(G)| 个 顶 的 边 数 最 多 
的 图 , 故 ¥eGE(G DG +e 中 有 完备 匹配 . 令 M 与 M; 分 别 是 G +xz 可 G 十 
yw 中 的 完备 匹配 ,又 令 五 为 AIGAM; 在 G'+ .rz+ yw 中 的 导出 子 图 , 则 后 的 每 
硕 丝 2 次 ,H 是 一 些 无 公共 边 的 偶 图 之 并 .这 是 由 于 其 上 Mi 与 Mi 的 边 交 蔡 出 
现 , 见 图 4.10, 其 中 粗 实 线 是 MI 的 边 , 虚 线性 Mi 的 边 . 

(1) rz 与 ye 在 日 的 不 同 连 通 片 内 . 车 yw 在 日 的 圈 C, 上 ,那么 Ml 在 六 
上 的 迪 与 M; 不 在 C， 上 的 边 构成 G 的 完备 匹配 ,与 避 之 定 儿 族 盾 , 见 图 4. 10. 
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加 4 10 
(2) .gz 刁 ywe 在 开 的 同 - 一 个 疾 C 上 , 见 图 4.11, 这 时 在 CC， 上 ez 部 分 上 
MT 的 迪 与 vz 以 及 训 , 不 让 wz 部 分 的 边 构 成 的 :个 完 短 瑟瑟 , 季 后 . 


图 4 11 


用 (2 知己 是 不 相交 的 元 全 图 之 并 ， 
由 于 GCC -中 的 奇数 个 项 的 连通 片 至 多 "Ui 个 ,但 已 中 
有 了 守备 此 配 人 .网 图 4.12， 


如 也 的 判 且 宫 " 的 个 片 


4.2 ”匹配 定理 ,75 


这 个 匹配 M 把 G3" 一 U 的 每 个 奇数 顶 的 连 道 片 中 的 一 个 项 许配 给 口 的 ~ 个 
质 , 忆 与 人 -UU 的 连通 片 中 其 余 的 项 与 中 或 本 连通 片 中 其 余 的 硕 相 配 . 注 意 
(人 -也 的 每 个 连通 片 骨 完全 图 而 这 与 G 中 无 完 着 号 配 了 矛盾 .证 毕 . 

定理 4.5 无 桥 二 次 正则 图 有 完备 匹配 {所 谓 桥 是 :条 边 z 亿 玉 (G), 合 得 
“的 连 遂 片 增 如) 

证 设 避 是 无 桥 的 二 次 正则 图 ,SC YIC)G-s 的 奇数 项 的 连通 片 为 恕 1， 
站 人 念 丰 是 -一 个 端点 在 S 中 另 一 个 端点 在 心 中 的 边 之 条 数 . 凯 狗 4. 13， 
A 


家 dr = Wy(G,), 
EE Wit) 


Sadlr)=3181. 
二 


于 赤 
= Nd) 21ECGIN= 3 VG) -21FE(G,)1. 


ET 
1 


多 4.13 


由 于 1VEO,) | 是 会 数 , 搜 以 31V(G,) 1 是 奇数 .从 而 mm 
是 奇数 ,有 扬中 开 桥 ,所 忆 pi 1 ,3,1 一 1,2.…， 
n. 至 此 可 得 


CG Do, -i 一 | 六 . 


3 3 全 
由 定理 4.4 麟 扬中 有 完备 匹配 .证 毕 . 
我 们 看 到 单 插 妖怪 与 双星 妖怪 句 = 次 正则 无 桥 绝 
所 以 它们 都 有 完备 匹配 . 图 4. 14 中 的 粗 实 线 给 出 单 星 
妖怪 的 -- 个 完备 匹配 . 
图 4.9 中 的 图 ,使 得 QO{G ~ 1w1)=3,1v1 扮 定 


图 4.14 
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一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 -一 ， 


理 4.4 中 5S 的 角色 ,由 定理 4.4, 它 理应 无 完备 下 配 , 因 为 这 里 | $1|= | io | =1， 
从 而 OCG 一 ju1)=3 这 1S|, 与 定理 4.4 的 完备 匹配 存在 的 充 要 条 件 相 违 . 


4.3 匹配 的 应 用 


间 顾 本 章 开头 提出 的 毕业 生 应 聘 问 题 , 设 wn 名 毕业 生 为 vw;,… .vw 家 
招聘 公司 为 ,ww .我 们 造 一 个 二 分 图 GG ,VCE)= XUY, 针 ,YY 是 6G 的 二 
分 图 项 划分 ,其 中 

X= Iw ,UV , Y= ju, un, 
仪 当 名 可 以 接受 的 公司 为 w 时 ,在 项 wv 与 之 间 连 ~- 条 边 , 如 此 构成 一 个 应 聘 
图 如. 我 们 和 欲 给 出 -- 个 有 效 算 法 , 求 得 上 述 二 分 图 G 中 的 最 大 丝 配 . 

与 此 问题 相似 的 问题 很 多 ,例如 其 城市 有 rn 和 名 姑娘 , m 名 小 伙 于 都 到 了 结婚 
年 龄 ,其 中 一 些 异 性 年 轻 人 互相 已 有 友情 ,但 姑娘 们 不 愿 轻率 处 理 自己 的 终生 大 
车 ,她 人 排除 了 -- 些 小 伙 子 做 自己 的 终 牛 伴 信 ,这 样 她 们 实际 上 手头 (心头 ) 有 - - 份 
uJ 嫁 的 名 单 . 问 最 多 有 多少 位 姑娘 可 以 嫁 纵 她 如 意 的 人 选 ? 

为 解决 诸如 此 类 的 问题 ,1965 年 匈牙利 著名 数学 家 埃 德 蒙 兹 (Edmonds) 为 之 
访 计 了 一 种 命名 为 "多 半 利 算法 "的 有 效 算法 . 

何 和 牙 利 (Hungarian) 算 法 ， 

(1) 设 GG 呈 连通 的 二 分 图 ,在 G 中 任 取 初 始 匹 怒放 . 

(2) 若 M 把 XX 中 顶 和 皆 许 配 , 止 ,M 即 为 G 的 最 大 匹配 ;否则 取 X 中 木 被 M 
许配 的 项 ,全 S= 3 了 工 = 安 . 

(3) 车 N(S)= 械 , 止 .G 中 无 完备 开 配 ;否则 取 yE N(S) 一 本 . 

(4) 荐 被 好 许配 ,该 wEM， SSU1zi,T* TUly;, 转 (3); 帮 则 取 可 
增 广 罗 Paw,y), 邻 M= MCECP), 转 (2). 
显然 Hungarian 算法 是 根据 定理 4.1 


0 (Berge 定理) 设计 出 来 的 ,通过 可 增 广 轨 把 
一 个 小 匹配 逐次 增 广 而 得 最 大 匹配 乃至 完 
备 匹 配 (如 果 存 在 的 话 ) 例如 图 4. 15 中 初始 
1 ht Vs 1 匹配 为 M= 17ayayzrsyzrsosi, 取 末 补 AT 


许配 的 硕 x1 EEX, 取 yy EY,yi 未 被 MM 许 

图 4.15 配 , 得 可 增 广 轨 x yrs 和 nn. 令 Mi = MO 

户 (7 ya yi) = ry Vi ya Ts Ys). 搜索 可 增 广 轨 的 有 具体 过 程 如 图 4.16 
所 未 , 它 锅 了 示 了 图 4.15 中 .et 为 根 的 外 向 交错 树 ( 树 上 从 zx) 出 发 的 轨 络 M 的 交 
错 轨 , 即 一 个 非 号 配 这 ,一 个 匹配 边 交 替 出 现 ) 的 生长 过 程 , 最 后 得 到 了 可 增 广 扫 


4.3 “开本 的 应 用 .77 ， 


ty27291; 妈 图 4.16 右 侧 最 高 那 一 杀 思 . 


上 = Ee| 2 | 
Va \ Y2 A 了 3 Fi 
| 1 | 


图 4.16 


图 4.17 显示 了 未 被 M, 许配 的 x, 为 根 生长 外 向 交错 树 的 过 程 , 最 后 得 不 到 
可 增 广 轨 ,算法 终止 . 得 到 的 Mi 是 图 4.18 所 示 的 一 个 最 大 匹配 ,无 完备 匹配 ， 


| .1 下 | 3 
I \ Ta T 1 有 站 
站 4 A4 4 


图 了 .和 7 


下 面 讲 所 谓 最 佳 严 配 问题. 
对 公司 有 名 工作 人 人 员 vw, wi， 
他 们 每 人 承担 ga ma 这 项 王 作 中 
的 :项 ,公司 领导 根据 每 个 人 的 特长 合理 分 
工 ,使 得 这 位 上 作 人 员 对 公司 创造 的 此 价 nn be hn 下 pe 
值 最 大 . 

这 个 问题 的 图 论 模 型 是 ;对 完全 二 分 图 图 4.18 
G = KK, ,的 和 甸 条 边 e ,加权 we(e) 实 0, 在 此 加 权 完 全 二 分 图 G 上 求 总 权 最 大 的 完备 
匹配 ，7 扣 X,yE 耻 时, 权 Cr 代表 工 去 慑 工作 > 时 对 公司 的 贡献 量 . 称 苇 述 
总 权 最 大 的 完备 匹配 为 最 佳 匹 配 . 

Kubn 和 Munkras 设计 了 求 最 佳 匹 配 的 有 效 算 法 ,他 们 把 求 最 佳 匹 配 的 问题 
转化 为 二 用 合 牙 利 算法 求 另 一 个 图 的 完备 匹配 的 问题 . 为 此 他 们 对 加 权 二 分 图 
并 得 项 bp 给 一 个 项 标 区 w) , 妆 了 和 EX，vEYIOz)T+TEIOzfcy) 时, 称 此 种 
项 标 为 于 常 项 标 . 
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正常 项 林 是 存在 的 ,例如 
所 你) 一 max wt( ry), 工人 沪 ， 
六 ww 二 站 ， yy 和 YY, 

显然 镶 是 一 种 正常 而 标 . 

定理 4.6 设 尺 , ,=G 是 具有 正常 项 标 ! 的 加 权 图 , 取 G6 的 边 于 集 

Ei= iey | ry EE ECG), iC) +t f(y) = wl ry)!. 

令 局 ,十 雇 卢 , 为 边 集 的 如 的 生成 子 图 , 如果 G, 有 完备 匹配 MM, 则 M 即 为 人 的 最 
住 久 起 . 

证 没有 完备 匹配 M, 由 于 GG 是 G 的 生成 子 网 ,MM 也 是 K,, 的 完 贫 匹 
配 ， 上 二 是 由 (> 的 定义 ， 


WOMNT) = Sj le) = > Ar). 四) 
和 4 It Yh! 
荐 MT 是 的 另 一 完备 还 配 , 由 正常 顶 标的 定 关 ， 
W(M’) = Swe D>) iv), () 
FMT RR 


于 (于 { 乙 ) 得 
WENT ) EE. WN), 
好 M 是 6 中 最 佳 拒 下 .让 衬 ， 

根据 定理 4.6, 为 了 求 最 住 匹配 ,只 需 用 Hungarian 算法 求 G, 十 的 一 -个 元 策 莹 
配 ， 

如 杂 G 上 上 无 完 备 匹 配 ,人 uhn 与 Munkras 给 册 逐 次 修正 正常 预 标 ,有 限 次 之 
后 则 可 使 得 G, 上 存在 完备 号 配 , 进 而 求 得 最 佳 瞻 配 ,他们 的 有 效 算 法 (代号 KM 
算法 } 如 下 . 

KM 算法 : 

(1) 选 定 初始 正常 项 标 7 , 构 作 图 G5, 在 G6, 中 最 定 初始 严 配 

(2) 关中 质 名 被 M 许配 , 止 , M 即 为 所 求 的 最 佳 匹配 ;否则 取 G, 中 末 被 M4 
许配 的 项 4, 令 S= iui, 了 了 > 多. 

(3) 如 Ni {5S) 忆 工 , 转 (4), 匣 Ne (5)= 7 , 取 

di 一 nin (er) | iy)} — wlxy)|, 
| VEE SS， 
1 人 二， uCE 了 ， 
CT ， 其 他 ， 


4.3 扯 配 的 应 用 70 - 


za {tr Lr. 

(4) 选 NS) -本 中 一 硕 y, 帮 yy 已 被 M 许配 ,是 yz EM, 则 S* SUizi， 
TTUly;, 转 (3); 否 则 , 取 GG, 中 -个 M 可 增 广 胃 Piw, y), 令 MM 中 
ECP), 转 (2). 

不 难看 出 :ca >0;: 收 改 后 的 项 标 二 个 为 可 行 项 标 ; 恕 中 奶 舍 避 的 匹配 MM; 曲 
中 至 少 会 出 现 一 和 杀 不 属于 M 的 边 , 所 以 会 造成 M 的 逐渐 增 厂 . 

例如 兵 , ， 的 权 征 阵 为 胃 ，, 风 网 元 素 = ww( rv ) ;二 , 1 全. 

[ 5 


eT 


4 1 


人 


[om 


2 
1 
0 9. 
3 


[sn 


权 上 正常 初始 顶 标 : 
全 0， = 1,2,3,4,5. 


tr 二 max | we,, ! = max13,3,5,4,1i = 3, 


i(.r3) = MaX 1 wh2, , = max12,2,0,2,2; = 2, 


1 Ti) 二 max | wn, | = max}?2,4,4,1,0| = 4， 
Ls 

I(r,) = max fu, | = maxid,1,1,0,0| = 1, 

{rs) = maxires,! = max}l,2,1,3,3| = 了， 
1 


构 必 CG 如 图 4.19. 图 4.19 上 的 粗 实 线 是 C 上 的 最 大 匹配 MI( 图 4.19 研 是 图 
4.18) ,6 无 完备 匹配 ,其 项 标 需 要 修改 . 
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联 林 被 MM 许配 的 硕 xz，S= rratil = wy 这 寺 Ne (9) 一 了 , 取 
,= min Cr) + i(y) — wry)l = 1. 
收 改 后 的 硕 标 汶 xr1)=4, (zx)=2,1(T)=3,1(rT)=0,(rs)=3,1(y1)=0, 
Ty)=1, y=, ya) =0,7 ys)=0. 
对 于 1 ,得 (如 图 4.20 所 示 , 其 上 的 粗 实 线 是 G 上 的 完备 亚 配 . 从 而 出 定理 
4.6, 我 们 已 我 到 加 权 图 KK;; 上 的 … 个 最 佳 匹 配 M = ya TY C3Ya) C4V2， 


TsYys!. 


图 4.20 


4.4 图 的 因子 分 解 


如 果 对 于 给 定 的 图 G ,把 它 分 解 成 若 十 两 两 无 公共 边 的 生成 子 图 GG , (7; ，…， 
G, ,日 预 先 要 求 Gi = 1,2,…,n 县 有 某 种 性 质 . 即 V(G,)= VY(G), ?1=1， 
2,… ,1, 且 UE(G)=E(G), E(GDNE(G,)= 2(i 隆 )), 并 且 要 求 G, 有 性 质 
p12 称 如 (=1,2,… ,及 ) 为 G 的 因 于 . 从 避 求 出 G, 的 过 程 称 为 G 
的 因子 分 解 . 1 个 央 子 晨 mm 次 正则 图 时 , 则 称 此 因子 是 图 G 的 mw 因子 ;者 G 的 因 
子 全 导 zr 次 止 则 图 时 , 则 称 G 是 可 以 天 因子 分 解 的 ， 

设 图 G 是 可 以 1 因 了 了 分解 的 , 即 G 有 若干 个 两 两 无 公共 边 的 完备 匹配 Mi ， 
NT NM ,使 得 UM =Et0) 例如 图 4.21 是 出 了 K。 的 一 个 工 因子 分 解 . 图 
4.22 时 出 了 中; 的 … 个 2 因子 分 解 . 

有 完备 匹配 的 图 末 必 可 1 因子 分 解 . 

每 个 点 次 正则 二 分 图 (类 宇 1) 是 可 1 因子 分 解 的 . 

定理 4,7 天 ,是 可 以 1 因子 分 解 的 ,n 守 1. 

证 ” 设 KK,, 的 吏 集 为 | v.03 ,一 ,v2 | , 令 


4.4 图 的 因子 分 解 .KI ， 


图 4.22 


E = oo 
其 中 脚 标 i 一] 与 +7 是 1,2,…,{2n 一 1) 在 模 (2x 一 1)(modt2w 一 1)) 中 的 数 , 记 
EE 的 导出 于 图 为 G,, 则 GG 是 下 ,的 一 个 1 因子 , 即 得 天 :的 一 种 1 因子 分 解 
Ki = VGH ECGINE(CG) = G, i#¥j. 


证 毕 
定理 4.8 天 ;存在 每 个 因子 皆 生 成 图 的 2 因子 分 解 ,共计 "个 生成 图 . 
证 让 拓 ，,， 的 顶 按 顺 时 针 方 向 依次 为 CU Ws v2st11 取 好 条 力也 一 


wo 于 是 只 的 第 ; 顶点 是 记 ,， 二 = 了 二 (- 1 | 二 | ,这 里 
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-一 一 -~- --- 


所 有 肢 标 服 为 整数 和,2,…,2ntmod2nxY. 再 把 了 工 的 两 个 端点 与 >， ;1 间 加 上 上 边 ， 
则 得 两 两 无 公 共 边 的 » 个 生成 图 , 且 这 > 个 生成 圈 的 并 恰 为 K;,, .证 些 . 
习 题 

1 求 KK 种 KK, 中 不 癌 的 完 蜀 匹配 的 数 日 
. 树 上 基 否 可 能 有 两 个 不 冉 的 完 摆 匹配 ”为 什么 ? 
.下 次 ( 亿 宇 1) 正则 图 是 香 独 有 完备 匹配 ? 

4. 甲乙- 二 人 在 图 心 上 交替 古 才 不 同 的 顶点 四 ao 2 人 时, 与 ， 相 邻 , 起 对 无 
项 可 酝 用 时 为 止 ,规定 得 到 最 后 -个 可 占用 的 硕 者 为 胜 , 问 第 个 选项 者 可 取胜 的 充分 必 和 要 菜 
件 是 什么 ? 日 给 出 他 可 能 联 胜 时 的 取胜 策略. 

5, 证 明 上 尺 , ,tw 1 本 因 于 分 解 ， 

6 证明 单 悍 妖怪 不 可 1 因子 分 船 . 

?. 国际 象棋 共 + 前 掉 对 角 线 端点 的 两 个 小 上 方 格 后 ,能 否 用 1 x2 的 长 方形 纸 片 单 层 逢 遂 ? 
假设 每 个 小 方 格 边 长 为 1. 

8. 图 局 中 有 完备 婚配 当 昨 仅 当 站 SEO ,| NS) 1 宇 18|., 这 -一 判断 是 否 止 确 ? 对 .分 
图 是 举止 确 ? 为 什么 ” 

.每 个 2 人 2 人 次 正则 图 是 否 可 以 二 因 了 分解” 为 什么 

10. 对 KK, 进行 1 央 了 于 分 解 . 

11. 后 阵 的 行 或 列 称 为 算 阵 的 " 线 " .证 明 :0- 1 和 给 阵 中 含 所 有 1 的 线 集合 的 最 小 阶 数 :集合 
元 素 个 数 } 等 于 没有 两 个 在 同 -- 线 上 | 的 最 大 个 数 ， 

12， 用 剖 论 方法 迹 明 :0.1 多 阵 4A= 《ay jstm 扫 1 中 ,每 行 有 六 个 1, 每 列 上 的 个 数 不 超 


a hy 


过 下 个 , 则 下 可 以 守成 4 - Sp , 其 中 中 也 是 0-1 m x 知 阵 , 旦 每 行 恰 1 个 1, 每 烈 1 的 个 
数 不 超过 1 

13. 设 M 是 一 分 图 GG 的 最 大 匹配 . 则 MI= 大 | 一 max Si- INES)|!, 半 与 YY 是 忆 的 . 
分 图 项 划分 . 

14. 用 Komeg 定理 米 让 明 Hall 定型 . 

1$. 用 Tutte 定理 来 证 明 Hall 定理 ， 

16. 设 局 居 志 次 正则 图 , 硕 数 是 侦 数 ,又 至 少 蔓 除 不 少 于 训 一 1 条 边 才 可 能 使 6 的 连通 片 
数目 增多 . 试 让 {中 有 完备 匹配 . 

17 写 出 树 有 完备 区 如 的 充 要 了 条件 世 吉 以 让 出 . 

18. 把 54 张 扑克 牌 禹 掉 一 张 . 剩 下 的 牌 中 会 有 --- 张 没有 对 儿 ; 再 把 牌 随 机 地 分 给 甲乙 一 
人 ,他人 把 手中 的 对 儿 都 搜 出 来 ,如 何 判 断 毁 掉 的 那 张 牌 的 对 儿 在 谁 手中 ? 为 什么 ? 

19. nx 方 阵 中 两 炳 厅 隔 行 不 同 列 的 个 元 素 的 集合 称 为 -个 对 骨 线 ,对 骨 线 的 权 措 亿 
的 个 元 康之 和 . 试 求 下 列 矩 条 4 的 最 小 权 的 对 角 线 ，: 


3 点 :B83 


4 5 8 10 4 
76 5 7 4 
'g512 6 
66 13 10 7 
457 9 8) 


20. 设 4, ,4:,….4。 是 集合 S 的 子 集 ,( A 及，… ,及 ) 的 不 涪 代 表 系 是 指 5 的 - -个 于 
集 1al ,wa | ,其 中 区 和 让 = 用 时 ,aa 天 oa 求证 并 4 ,4 4) 有 
不 同 代表 系 的 充 要 杀 件 十 对 :1,2，…,mi 的 任意 了 集 Ji AI 之 17 . 

21， 从 国际 象 横 航 上 选 出 16 个 格子 ,使 得 每 行 等 列 含 有 其 中 两 个 格 ,求证 :把 8 个 折子 和 
个 黑子 放 在 所 选 的 格子 上 ,每 格 - - 子 , 可 使 每 行 每 列 愉 有 一 个 魏 子 ， -个 黑子 . 


第 五 章 着 色 理 沦 
5.1 图 的 边 着 色 


定义 5.1 把 单 网 G 的 边 集 划 分 成 mm 个 非 空子 集 , 邯 E(G) = UE,E NE = 
多 天 站 开关 多，J=12… 下 ,把 五 中 的 边 用 第 ; 种 颜色 上 色 , 则 称 对 加 的 
按 进 行 了 一 个 六 按 着 色 , 记 成 C= (FE ,EE . 匠 每 个 忆 (i 二 1 ,2,…, 光 ) 它 
G 的 一 个 匹 卫 , 则 称 C 是 GG 的 mm 边 涉 常 厦 色 ; 当 GG 可 以 mm 边 正 常 着 色 出 不 能 避 
-1 边 正 常 着 色 时 , 称 mr 为 6 的 边 色 数 ,i 之 为 yY (G)=m. 

由 定义 5.1 知 ,所 谓 止 常 边 着 色 就 是 邻 边 异 色 的 着 色 ,所 用 的 最 少 颜色 数 就 是 
边 色 数 .显然 y (OO 之 ALG) ,因为 XGOG) 所 以 对 任何 有 按 网 ,YX (GG) 
前 行 在 ， 

例 5.1 单 星 妖怪 的 边 色 数 是 4. 

证 图 5.1 已 经 由 4 种 颜色 对 单 星 小 妖 的 边 正 常 善 色 , 所 以 y ( 单 星 小 妖 ) 寺 
4. 下 证 y“ 单 星 小 妖 ) 冯 4. 只 欠 证 对 它 用 3 种 颜色 完 不 成 边 止 常 着 色 .我们 把 单 星 
小 妖 瑟 成 图 $.2 的 样子 , 设 图 5.2 可 以 用 3 种 颜色 对 其 边 正 常 着 色 ,由 其 对 称 性 ， 
不 妨 设 与 wo 关联 的 边 已 用 1 色 ,2 色 与 3 色 梁 好 . 则 viv 与 vavs 分 别 用 2 色 与 
3 色 或 3 色 与 2 色色 ;wy 与 雪 tg 分 别 用 1 色 与 3 色 成 3 色 与 1 色 上 色 ;w vs 
与 we wx 分 别 用 1 色 与 2 色 或 2 色 与 1 色 上 色 . 于 是 这 6 条 边 的 普 色 有 2x2x2= 
8 种 可 能 的 方式 需 如 以 考虑 . 其 中 之 -… 在 图 5.2 中 标 出 ,我们 来 证 明 标 出 的 这 种 方 


5.1 图 的 边 头 色 - BS - 


或 行 不 通 , 同 理 可 以 论证 其 余 的 7 种 方式 也 行 不 通 ,于 是 可 知 仅 用 3 种 颜色 宛 不 成 
对 单 星 妖 性 的 正常 边 着 色 . 

事实 上 ,vv 只 能 选 3 色 ,这 时 ,zz 只 能 选 2 色 ,进而 wm 的 邻 边 已 1 必用 
了 1 色色 和 3 色 ,.zmp; 也 无 色 可 用 了 | 

至 此 得 讶 x'( 单 星 妖 怪 )=4. 证 毕 . 

全 5,1 中 用 了 穷 举 法 来 确定 -- 个 图 的 边 色 数 , 是 和 否 存 在 一 种 有 效 的 算法 来 确 
定 一 般 图 的 边 色 数 呢 ? 是 前 尚未 设计 出 这 种 计算 法 ,可 以 避 倪 穷 举 之 调 . 至 于 起 个 
根本 就 不 站 在 求 得 任意 图 边 色 数 的 有 效 算法 ( 韭 穷 举 的 方法 ), 它 正 是 图 论 当中 最 
困难 的 作 题 之 --， 

例 5.2 没 4 是 正 整 数 , 且 A, ,4A:, ,4 是 其 集 合 B 的 子 集 , 且 设 

(a) 每 个 A, 恰 含 2n 个 元 素 ; 

(b) 每 个 A 门 A Ud 和 i<j 安 2n ++1) 怡 会 一 个 元 紊 ; 

{cy B 中 的 每 个 元 素 属于 至 少 两 个 子 集 及 ,, 问 对 怎样 的 x ,9 以 对 B 中 每 个 
元 素 贴 一 张 写 有 0 或 1 的 标签 ,使 得 每 个 A, 中 恰 会 4 个 贴 了 0 标签 的 元 素 ? 

解 以 |4 ,A;… ,AAys411 为 项 集 构 作 一 图 , 当 县 仅 当 A, 与 4A, 有 公共 元 来 如 
BB 时 ,在 A, 与 A 之 间 连 一 条 边 ,此 边 之 端点 为 A 与 A 中 的 专 . 由 条 件 (b) ,我 
们 得 到 了 完全 图 KK;,.1, 且 由 {a)(b)(c) 知 ,B 中 每 个 元 素 上 5 和 丝 对 应 着 上 述 K,,, ,的 
一 条 边 . 我们 约定 , 标 0 的 元 素 染 成 红色 , 标 1 的 元 素 染 成 绿色 ,连接 两 红 元 素 的 边 
也 染 成 红色 ,连接 两 绿色 元 素 的 边 则 染 成 绿色 .于 是 问题 化 成 把 KK;, ;1 的 边 们 用 红 


绿 两 种 颜色 上 色 , 使 得 每 顶 A, 党 与 a 条 红 边 相关 联 . Ka。 共计 于 (22 +1)2n = 


n(2n 二 1) 条 边 , 当 为 奇数 时 ,nn (2n + 1) 也 是 奇数 ,但 欲 使 本 题 有 人 解 .只 能 是 红 
边 后 半数 ,所 以 为 奇数 时 此 是 无 解 . 

对 于 为 偶数 的 情形 ,我 们 用 数学 归纳 法 证 明 此 题 有 解 ， 

归纳 法 起 步 ;x =2 时 ,天 :1 == KK; ,每 个 A; 有 4 
个 元 素 , 这 时 有 解 .网 图 (a ) ,虚线 代表 红色 边 , 实 线 代 
表 绿 色 边 . 

归纳 法 假设 : 设 n =2k 时 间 题 有 解 . 

FF 证 2=2(+1) 时 ,问题 仍 有 解 .图 (8) 左 侧 
AAA， 为 天 中 的 顶 ,由 归纳 法 很 设 ,每 项 关 
联 的 边 中 红 边 占 半 数 , 对 于 n=2( 志 +1), 义 增加 了 4 
个 顶 , 画 存 图 (8) 的 和 侧 . 在 Ks,; 中 ,新 增 的 边 如 图 
(和 所 示 , 但 其 子 图 Ka ,中 的 边 汕 融 出 , A ,Al*…， 
A 这 2 上 个 顶 每 个 向 As 与 A413 各 连 一 条 绿 边 , 问 A414 与 Axis 各 连 一 条 红 
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边 ( 虚 线 ), AAAaay Ar 这 2 个 斋 竺 个 癌 
4 与 4 种 连 一 条 红 边 ,向 多 :与 As 各 连 
-条 绿 边 : A, .1 这 个 顶 向 As 与 Au 各 连 一 条 绿 
过 , 回 六 p3 与 六 44 和 普 连 条 红 边 . Apis A 3s) 
为 绿 边 ，Ay1s ws， 
为 引 边 ,如 此 可 其 Ks 
中 ,每 项 关联 着 半数 红 边 ,于 数 绿 边 . 
data 下 面 计 论 xy (GG) 的 取 值 问题 . 
引 理 $5.1 设 (是 连 遂 图 ,不 是 奇 团 , 则 存 作 : - 
种 “ 边 着 色 , 全 所 用 的 两 种 颜色 在 短 个 次 数 不 小 于 2 
的 奈 所 关联 的 边 中 出 更. 
证 ”对 于 连通 图 心 , 存 避 足 偶 阶 图 ., 则 只 守 用 四 
种 颜色 沿 此 圈 补 蔡 地 去 染 每 条 边 即 可 使 得 广 项 关联 的 两 条 边 异 色 , 邵 引申 5.1 成 
六 ,车 GG 盟 不 是 图, 但 它 每 硕 的 次 数 是 偶数 ,出 于 G 是 连通 网 ,每 项 至 少 2 次 .和 它 
本 足 树 ,因为 树 有 时 ,于 是 (中 至 少 有 一 个 圈 G ,把 1 的 边 从 必 中 删除 , 剩 下 的 
边 俩 图 忆 一 (C0) 仍然 是 每 硕 竺 侦 次 ,又 人 ;不 是 圈 , 所 以 一 上 (Ci) 中 一 个 连通 
片上 ( 柑 似 的 道理 } 也 有 一 个 圈 0;. 依 此 类 推 ,家 至 把 GG 中 的 边 通 过 删除 图 .下 过 的 
过 程 而 爹 删 掉 , 可 匈 忆 是 一 条 由 以 上 各 圈 并 成 的 回路 .在 0 上 取 一 顶 wo ,党 此 
思路 行进 ,交替 地 对 按 染 上 两 种 颜色 , 则 使 得 每 顶 处 关联 了 两 种 颜色 的 过 . 
芳 怠 中 有 . 些 奇 次 项 ,这 些 奇 次 顶 的 数 日 是 偶数 ,这 时 添加 一 个 新 项 wm” , 冉 
在 ww 与 每 个 奇 次 质 之 间 加 :条 新 边 , 把 G 变 成 人 ,lr 具有 脐 面 所 论 的 图 的 性 
质 . 于 是 上 中 每 顶 处 此 能 关联 两 种 颜色 的 边 ,在 BG 中 顶 的 次 数 不 小 于 2 的 硕 , 至 
少 有 上 是 条 老 边 是 异 色 的 .证 毕 . 
定义 5.2 蔡司, 是 对 图 GG 的 随 种 有 边 着 色 ， 片 满足 之 ci) < 


fr 


co 其 中 co 是 (着 色 时 , 质 > 关联 的 边 中 的 颜色 数 ,ct 是个 春 


色 时 , 硕 w 关联 的 边 中 的 颜 公 数 , 则 称 CC, 是 对 Ci 的 一 种 履 善 ,不 能 改善 的 & 边 着 
色 称 为 乔 佳 下 边 肴 色 

引 理 5.2 没 和 =(E RE 局) 是 6 的 .个 最 佳 & 边 着 色 . 如 果 有 … 个 琐 
vw, 交 作 人 两 种 颜色 i 和 与), 使 得 i 色 在 ws 顶 关联 的 边 中 不 出 现 ,而 j 色 在 vo 关联 
的 过 中 从 少 出 现 两 次 , 则 由 五 UE 导出 的 子 图 中 会 wo 的 连通 片 是 一 个 奇 轩 ， 

证 设 G 是 G[E,UE,! 中 含 的 连通 片 ,而 Co 不 是 奇 图 .由 引 理 $.1, 仔 
在 0G, 的 一 个 2 边 着 色 , 在 36 的 次 数 至 少 为 2 的 顶 关联 的 按 中 两 种 颜色 都 出 筑 


Et 


5.1 图 的 边 闭 也 * B87 ， 


我 们 用 i; 两 种 关 色 对 重新 着 色 ,对 G 得 到 一 个 新 的 & 边 着 色 CC ,这 时 1, 两 
公共 大 联 的 边 中 都 汕 现 仁 意 dvn) 宇 2, 轩 为 已 知 j 色 在 vw 关联 的 边 中 至少 
出 更 过 两 次 ). 于 是 f=eton)jt [市 w 产 而 时, (ow) 之 c(w), 从 市 


了 ， 、 a 
> ~ elw) 
了 这 Vir: uF Vit,j 


此 宣 局 是 版 住 # 边关 色相 违 , 可 鹃 引 刑 5.2 成立 .证 毕 . 

炒 一 分 出 鬼 边 倍数 是 -个 平凡 的 问题 ,可 出 下 面 和 定理 有 效 地 解决 . 

定理 $.1 一 分 网 的 边 色 数 等 于 图 顶 的 爬 大 次 数 . 

证 令 4 呈 -分 图 6 顾 的 最 大 次 数 , 设 忆 晨 6 的 一 个 最 侍 A 边 有 有 色 , 设 人 = 
(Ed 是 理 5.2 的 条 件 , 于 是 由 中 理 5.2. 
中 存 苛 半 , 此 与 ( 昌 二 分 图 ,理应 无 奇峰 相 违 , 故 对 每 个 项 cw) 守 (), 即 
i 7) 入 太 ; 男 一 方面 量 然 ¥ 《GG) 六 
afG) ,所 以 划一 分 图 边 色 数 愉 为 其 最 大 次 数 .证 毕 . 

由 引 理 5 2 可 以 证 加 出 -- 般 图 GG 的 边 色 数 不 是 00) 就 是 A(GY+1. 

定理 $.2(Vizing .1964) 个 (是 单 图 , 则 (DETACD).AtG)+1. 

证 ”对 于 单 疼 晤 .显然 C0) 达 A000). 下 面 我 们 证 明 XG) 二 :和 + 于 用 皮 计 
法 ,假设 (0) 之 A(0)+1. 

取 全 = 是 信 的 最 佳 4+ 1 边 着 色 ,z 是 使 得 ce(w)<dtn) 
的 了 顶 , 则 存在 丙种 颜色 六 与 放 , 吉 在 关联 的 按 果 不 出 更, 看 到 在 二 关联 的 边 中 
至 少 出 现 是 次 . 设 ww 是 1 色 的 ,又 ct)<341P5 色 在 z 关联 的 边 中 涉 出 
了 珊 , 在 2 关联 的 边 中 肌 现 (图 5.3) ,省 则 用 辣 对 ww 重新 着 色 . 得 到 对 [的 履 语 ， 
与 (此 最 佳 a4 11 边 着 色相 违 . 虫 革 迪 gw, 是 并 色 的 . 吧 好 < 人 + 其 位 冯 
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不 在 ;关联 的 边 中 出 现 . i 在 关联 的 边 中 出 更. 不 然 用 于 对 ww ,用 i 对 wv 
重新 上 人 色 ,得 到 对 C 的 改善 ,这 也 与 C 的 最 佳 性 相 违 . 故 有 某 边 uw 是 i 色 的 , 依 
此 内 挫 ,我 们 得 到 也 序列 mm , 色 序 列 站 ,5 …, 满 足 

(i) gv, 是 i 色 ; 

G0 方 ,不 在 w 关联 的 边 中 出 现 ; 
由 于 & 的 次 数 有 限 , 故 有 一 个 最 小 目 然 数 ,使 得 对 某 个 开 坟 成立 

(Ci) Bl 

我 们 对 G 的 边 重 新 着 色 : 对 于 1 过) 志 才 一 1,uv, 改 上 1 色 , 得 到 4+1 边 着 
公 人 =(CE ,Ey 忆 ,1), 见 图 5,4., 不 难看 出 ,YE VG),e (0) 这 cc(vw)， 
C" 尽 GG 的 -一 个 最 佳 A+1 边 着 色 , 由 引 型 5.2,G[LE', UE ] 的 含 x 的 连通 上 再 
是 奇 团 . 

现 用 Rs) -1 重新 对 边 wv, 上 色 , 在 ww 上 的 颜色 是 二, 得 到 A++ 
边 着 色 (= (ELE 上 见 图 5.5. 不 准 看 到 ,WEYIGie (Vv) 守 
cfz) ,月 GE UE |] 含 a 的 连通 片 五 是 奇 图 ,但 在 互 中 , 必 是 2 次 项 ,在 五 


中 居 是 一 次 项 , 闻 盾 .证 毕 . 


我 们 称 满足 x (G) -= 4 的 图 为 第 -类 图 ,否则 为 第 一 类 图 . 一 分 图 属于 第 一 
类 ,妖怪 属 十 第 二 类 (x (G)= A+1), 至 于 如 何 判 定 尾 绒 的 图 是 圭一 类 ,至 今 尚 无 
有 效 的 算法 ,这 等 价 于 尚 无 有 效 算法 解决 求 边 色 数 的 问题 .这 个 问题 的 难度 不 可 等 
末 视 之 . 


5.1 图 的 边 着 色 - 89 . 


下 面 讲 一 个 与 边 色 数 有 关 的 所 谓 “ 课 程 表 问 题 ”. 

本校 有 产 位 教师 了， ,2 和 个 班级 和 ,yy 老师 为 y 班 每 
日 授课 轧 , 学 时 , 试 安排 一 个 授课 表 , 使 学 校 上 诬 的 时 间 最 少 . 

命 站 era 一 yy 之 间 有 p, 条 边 相 过 ， 
形成 -个 有 重 边 的 一 分 图 G. 每 一 学 时 ,每 位 老师 最 多 为 - -个 得 上 课 , 每 个 班 至 多 
接受 一 个 萎 师 授课 .于 是 我 们 的 问题 就 是 求 x (GG) ,对 (0)= 3A(G), 可 见 在 没 
有 授课 多 于 p 节 的 老师 ,也 没有 上 课 多 于 户 节 的 班级 , 则 可 编 出 一 个 至 多 p 习 纵 
的 时 间 表 ;如 果 只 有 指定 的 几 间 教室 叮 用 ,全 校 -天 最 俏 只 排 几 节 谋 ， 


设 共计 门 功课 , 编 成 每 天 p 节 课 的 课表 ,每 节 课 平 均 开 二 门 功课 ,至 少 
| 0 教室 ,为 了 分 析 这 一 问题 ,我 们 为 之 建立 引 理 和 定理 
引 理 $5.3 M 与 N 是 图 如 的 无 公共 边 的 匹配 , 且 .M|>|N;, 则 存在 无 公共 
浪 的 匹 上 内 MM 与 N ,使 得 

[AM IN I=INIt1l, MUN = MUN. 

证 考虑 日 = G[MUN ,如 区 rge 定 理 之 证 明 , 互 的 每 个 连通 片 要 么 是 边 在 
M 与 N 中 交替 出 现 的 圈 , 要 么 是 边 在 M 与 N 中 交替 出 现 的 加 . 浆 因 | M|>1N|， 
电 的 某 -- 轨 型 连通 片 的 始 边 与 终 边 筑 在 M 内 , 令 此 一 办 为 


P= FU Uantl? 


£ 
P 


取 
NM = (CM ey yess em lt) UU tessers'', En!) 
NN 一 LV 一 | ea ed ,ea U |ersesr' em!. 
则 MN 亦 为 G 中 匹配 ,上 满足 引 理 5.3 的 要 求 .证 毕 . 
定理 5,3 GG 是 二 分 图 ,4 过 六 则 G 内 存在 pp 个 无 公共 边 的 匹配 Mi， 
M,,… ,MM, ,使 得 


用 对 1 和 1p， 


证 ”内 于 GG 是 一 分 图 ,y(G)=4,EIG) 可 以 划分 成 4 个 匹配 AM 
RAT AT 放 对 于 p 宇 态 , 存 在 无 公共 过 的 中 本 NM, MM ,i M',( 当 i 广 态 
时 ,AM = 地) ,使 得 
E(G) =UM,. 
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反复 运用 中 理 二 太 于 1 的 每 对 匹配 ,我 们 可 得 到 p 个 两 两 无 公 
边 的 吃 配 AM AM .AM ,满足 定理 5.3 的 要 求 , 证 毕 . 
例 5,3 四 名 教师 人 教学 要 求 如 下 : 


1 2 3 D4 ds 


Wy, 

mr 

ee 
ee 


0 ] 
0 0 0 
试 排 出 四 闭 教 室 .: 间 教室 和 两 间 教 室 的 课程 夫 ， 
解 = ys! 为 二 分 图 的 便 页 集 划 分 构 
作 -个 一 分 图 G.A 征 阵 的 ,y 导 元 素 为 o 时 ,在 了 与 之 间 连 有 4, 条 边 . | 是 


em .| ri 由 定理 $.3, 可 安排 3 个 教 


-3 


党 4 季 课 的 课表 .各 用 两 个 教室 ,由 二 | 2 =2 ,| 型 ; 一 1, 则 可 编排 6 节 课 的 课表 ， 


风 改 | 5.6. 


图 有 .6 
册 5.6(4) 相 应 的 谋 表 为 
字 2 3 4 5 6 
教 同 ~、.. _ 
A] | A Ml 人 V3 一 一 
i | 1 一 Va 一 _ 
1 | | 1 y 的 


144 1 Ys 一 


共用 四 问 教 室 ,因为 第 - - 节 vv yy 四 个 班 都 在 上 课 . 图 5.6 中 细 实 线 表示 第 


5, 2 ”图 的 项 着色 .9 ， 


-一 -- 一 -一 -一 一 oo 一 一 一 一 
2 


- 节 涝 教师 与 班级 的 匹配 ,上 谍 线 表 示 第 二 节 深 ,波纹 线 表 示 第 二 节 课 , 煌 实 线 表示 
第 四 外 谍 教 师 与 班级 的 匹配 . 
卡 为 


上 YW a 一 YY 一 一 
4 一 Ys 一 3 一 一 


每 节 最 和 多 -个 班 在 上 课 , 只 这 二 间 教 室 . 
用 引 理 $.3 和 定理 5.3, 我 们 把 图 5.6(b) 中 的 匹配 调整 成 6 个 两 两 不 相交 的 
号 和 ,bf 得 六 节 课 的 课表 . 


和 1 2 3 4 5 6 
| . | A 1 Fl 
#4, ™ M4 一 本 一 
[a 一 一 一 4 将 3 V7 
可 于 | | 一 本 四 Ya TT Ys 


只 攻 蝎 间 教 室 . 
5.2 图 的 项 着 色 


在 图 5.7 中 ,我 们 把 这 个 图 的 每 个 项 用 ] 芭 与 2 色 两 种 颜色 之 -上 了 色 , 匡 使 
邻 顶 异 色 ,但 仅 用 一 -种 颜色 当然 做 不 到 邻 项 异 色 ,对 于 这 个 “梯子 图 ,在 要 求 邻 顶 
异 笃 之 下 ,所 需 的 颜色 数 的 最 小 值 息 2. 

-- 般 而 言 ,对 -个 图 项 的 着 色 有 下 而 定义 . 

定义 5.3 ”如 果 使 用 n 种 颜色 把 图 G 的 每 项 皆 分 配 一 种 颜色 , 且 使 得 邻 项 异 
鱼 , 则 称 此 为 对 的 顶 的 正常 # 着 色 . 图 G6 的 项 的 正常 着 色 中 所 需 颜 色 数 的 最 小 
值 称 为 G 的 项 色 数 ,简称 色 数 , 记 之 为 xy{G), 色 数 为 的 图 称 为 色 图 . 

例如 ,图 5.5 中 的 图 G,y(G)=2. 

(1) GG 是 有 边 站 分 图 的 充 要 条 件 是 x(G)=2. 

(2) 上 是 无 边 图 汽 且 和 仅 当 XX(G)=1. 
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(3) GG 基 完 全 图 当 且 仪 当 x(G)= |V(G)|. 
13， 轮 的 项 数 是 奇数 ， 
(4) 办) 14。 轮 的 顶 数 是 偶数 ， 

(5) YACO) + 1. 

(1)(2)(3)(4) 的 证 明和 不足 道 ,对 于 (5) ,考虑 完全 图 Gy(G)=4(G)+1; 而 
从 完全 图 上 删 去 一 些 边 不 会 使 正常 项 着 色 所 需 的 颜色 数 变 大 ,事实 上 , 遍 来 对 元 全 
加 的 正常 着 色 林 用 改变 , 则 是 删 边 所 得 子 岁 的 一 种 正常 顶 着 色 , 所 以 对 任何 岗 C， 
yACG)+1. 

叮 以 利 由 色 数 来 着 虑 的 问题 非常 之 多 ,例如 所 谓 “ 安 全 装 箱 问 题 ”, 即 有 的 作物 
装 在 -- 个 箱子 里 不 安全 , 问 对 给 定 的 一 些 货物 ,最 少 种 准备 几 只 箱子 来 局 这 些 货 
物 ” 我 们 以 每 种 货物 为 一 个 项 , 仅 当 两 种 货物 放 在 一 只 箱子 里 不 安全 时 ,在 这 两 种 
货物 对 应 的 项 之 间 连 --: 边 ,构成 图 GG. 如 果 求 得 ¥(G), 对 G 用 xtG) 种 颜色 正常 
顶 着 色 时 ,同色 的 硕 对 应 的 货物 可 以 放大 同 -一 只 箱子 , 即 所 需 箱子 的 最 小 数目 为 
X07). 

tj* 安 全 装 箱 问 题 " 有 相间 图 论 模型 的 问题 有 很 多 ,例如 “考试 安排 问题 ”学校 
期 未 考 永安 排 各 门 课 的 考试 时 间 时 ,不 能 把 同一 位 学 生 选 修 的 两 门 课 安 排 在 同一 
个 时 间 考 迹 , 问 学 校 考 试 最 少 权 进行 多 长 时 间 ? 

这 个 问题 与 "安全 装 箱 问题 "的 解法 一 样 ,只 是 把 功课 替代 货物 ,把 两 门 谍 辣 一 
个 学 生 选 修 替 代 两 种 货物 放 在 一 个 箱子 里 不 安全 . 

住 无 线 电 传输 当中 ,有 -- 个 十 分 重要 的 问题 称 为 “信道 分 配 问 题 ” ,发 射 人 台所 用 
频率 从 小 芭 大 编号 为 1,2,…, 称 为 信道 .用 同一 信道 的 两 个 台 站 相距 不 得 少 于 一 
个 常数 d >0, 问 各 台 至 少 需 同 时 使 用 几 个 不 同 的 信道 ? 

以 发 射 台 为 质 , 仅 当 两 台 相 蝶 小 于 4 时 , 则 在 前 台 对 应 的 顶 之 僻 连 一 边 ,构造 
图 G; ,x(G) 即 为 所 求 . 

读 首 将 来 在 科学 工作 当中 很 可 能 会 磁 到 某 些 实际 问题 ,可 以 化 成 色 数 来 研究 . 
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其 洗 的 地 图 着 色 问 题 ,可 以 化 成 色 数 问题 .事实 上 , 令 每 个 国家 的 首都 为 顶 , 仅 
当 两 国有 一 段 会 共 国界 线 时 ,在 两 国 言 都 相应 的 顶 之 间 加 一 边 ,得 到 一 个 图 G"， 
YL 有 即 为 地 图 染色 问题 所 需 的 颜色 数 . 为 此 ,我 们 引入 对 偶 图 与 面色 数 的 概念 . 

定 闷 5.4 设 G 是 平面 图 ,G 是 G 的 平面 能 人 ,我 们 遗 一 个 图 G" ,使 得 GG" 
的 面 集 合 P(G ) 是 G 的 项 集 , 当 日 仅 当 ,ff EFLG ) 有 公共 边 时 ,与 相应 
的 万 ”中 的 二 项 相 邻 . 称 CG 为 G 的 对 偶 图 . x(G' ) 称 为 图 G 的 面色 数 . 

4CC 可 以 与 成 :任何 平面 图 的 面色 数 不 大 于 4. 由 于 台 "地 是 平面 图 ,所 以 4CC 
也 可 以 转化 成 ; 


Y( 平 向 图 ) 大 4， 

例 5.4 空间 中 若干 点 ,其 中 任 四 点 不 共 面 , 某 些 点 对 间 有 线段 相连 ,构成 一 
个 几 ,证 明 对 任意 的 自然 数 = ,都 存在 -个 不 含 二 角形 的 n 色 图 . 

证 对 ?进行 数学 归纳 法 证 明 ， 

1 =2 时 ,天 即 为 二 色 图 ,是 不 含 二 角形 . 

修 没 n= 一 1 时 ,命题 已 成 立 , 即 存 在 图 Gi 1, 使 得 x(G..1)=&-1, 且 
(中 无 -角形 .下 面 考虑 n = 上 的 情形 (图 (a) 中 6G; 与 C4 分 别 为 3 色 图 与 4 色 
图 , 且 疆 无 .角形 , 硕 中 写 的 是 颜色 导 码 ). 我 们 构 作 图 G, 如 下 ;对 G1 的 每 个 项 
0 灶 应 顶 0 ;一 把 与 w 之 邻 顶 问 如 上 过 ,再 添 加 一 
个 新 顶 友 ,六 与 之 间 加 十 边 ,i =1,2,…, ni, 记 所 得 之 图 为 GG， 


图 i 


由 由 纳 法 假设 ,G， | 中 无 二 角形 ,所 以 G,-1 中 vw, 的 邻 项 不 相 邻 .于 是 Cs 中 无 
全 vyv 与 会 如. 由 于 贡 不 与 v 相 邻 ,所 以 无 全 wwv 与 会 twwuv,. 由 于 i， 
x 两 两 不 邻 ,所 以 无 入 zi 与 合 wudi, 亦 无 全 wav 故 G 中 无 二 角形 . 

下 而 对 G 进行 正常 顶 普 色 ,各 1 上 的 顶 色 保留 ,县 使 & 与 vo 间 色 , ww: 着 以 
G，1 林 用 过 的 颜色 , 则 用 了 种 颜色 可 完成 Ge 的 正常 顶 着 色 ， 

下 让 用 上 一 1 种 颜色 完 不 成 对 G 的 正常 项 冰 色 ， 

由 于 al aaa 与 世相 人 辑 , 所 以 在 G 中 , 必 与 每 个 x, 异 色 ,着 G 仅 用 
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上 一 1 种 颜色 即 可 下 第 着 色 , 则 ;i ,a ,… ,ww ;中 所 用 的 颜色 涉 由 过 卡 - 2 种 .于 嘴 
GG 中 的 子 图 (G5 1 有 周一 1 种 闸 色 下 党 着色 后 ,G， 1 所 用 的 某 种 颜色 在 1 1， 
wed :中 不 出 再 .这 rr 上 -的 颜色 在 ;0 aa 中 不 出 现 . 由 于 名 与 
的 邻 焦 相 阿 ,而 已 与 二 不 相信 ,所 以 把 名 的 颜色 换 成 a 上 的 颜色 C 仍 为 让 党 
着 色 : 设 GG i 下 ; v, 同色 的 顶 为 aa 同 理 把 mw ,ua 上 的 颜色 
分 别 换 成 ,zu 上 上 的 若 色 ,C5 仍 为 正常 着 色 , 这 时 (5 用 了 大 2 种 颜色 
好 时 由 第 壮 色 ,与 GG | 是 志 1 色 图 相 违 .下 毕 . 

定理 5.4(Heawood,1890) 平面 图 的 色 数 椒 大 于 5. 

证 ” 设 G 是 连通 平面 图 ,对 的 硕 数 y 进行 归纳 让 遇 . 

:5 时 ,定理 显然 成 立 .假设 os -了 荆 肝 定理 5.3 已 成立, 往 证 vv 一 点 有 时 定理 

.3 正四， Wf. . 

由 王 如 是 平 面 图 , 册 扒 论 3.2,6CG}5, 设 4 (vo) 和 5 

车 dt) 亿 4. 由 昨 纳 法 假设 Y1G -aa0) 和 过 SG- 已 用 五 色 正 常 项 阁 
色 ,于 把 we 用 与 它 在 居中 的 邻 斋 们 (不 超过 4 个 ) 相 红 的 颜色 上 上 人 色 , 则 得 出 
YC 5. 


Ce) GD 从 cl Dj 3, HU Os 4 ls 是 a 的 
4 六 3 郭 琐 ， 岂 辆 5.8, 不 妨 设 Ws Tr Oy 1 Cs 依 顺 | 叶 


针 排 列 ( 不 然 重新 对 这 五 个 项 编导 ). 由 具 纳 法 报 
设 Y(CG os, 设 如 -ww 世 用 五 种 颜色 1,2， 
3,4.5 正常 原 普 色 , 朵 tsrssrayas 在 站 

2 上 的 色 分 别 是 1,2,3,4,5. 这 让 -中 由: 
色 厌 与 色 项 的 导出 子 图 为 G, .考虑 1. 

0 芳 在 fi 中 wi 与 vw 分 后 于 商 个 连通 
片 ,在 仿 书 的 连通 片 中 ,1 色 和 与 3 色 征 换 , 在 避 
中 把 i 着 纪 二 色 最 得 的 用 5 种 癌 色 的 正常 顶 
着 位 .所 以 x (0) 所 5. 

(02) 天 在 Gs 中 如 与 三 国 一个 连通 片 中 , 则 在 划 ~ 吉 中 存在 轨 只 Ge， 
3) ,此 轨 芋 的 硕 1 色 与 3 色 交 昔 出 现 . 

疼 司 图 4, 车 w 与 分 属于 两 个 连通 片 ,与 上 面 推 嘿 (1) 相 似 地 可 得 
了 ss， 而 名 与 二 在 总 :中 不 会 在 阿 -: 个 连通 片 中 ， 不 然 企 在 办 P{w;, ww)， 
让 上 的 需 2 色 与 4 色 安 蔡 出 现 ,但 在 台中 有 :个 图 vv Pf vi}vyv. 考生 
Pa to Plv ww) 有 公共 顶 ,这 个 公共 顶 Plvw, vw) 要 求 写 是 1 全 或 3 色 ， 


图 S8 


5.3 四 色 猜想 为 臭 的 机 器 证 明 -93 ， 


Pizza ,ai 要求 它 是 2 色 或 4 色 , 这 是 不 可 能 的 .证 毕 . 

定理 5.4 4C0 的 结论 仅 一 步 之 差 . 但 众多 数学 家 为 了 “5 变 4" 这 一 小 步 ,:- 
诺 合 千 一 特 多 年 .风色 定理 的 手写 证 明 仍 未 得 到 ,人们 在 冲击 它 的 过 程 中 ,研究 出 
省 多 图 论 的 新 起 来 .例如 颜色 多 项 式 窜 等 ,4CC 是 图 论 中 ”只 会 下 金 重 的 黎庶 
当 注 瘟 的 是 ,执意 骨 王 和 笔 搞 4CC 的 证 明 林 区 是 明 物 的 选择 ,也 许 网 论 尚 术 发 展 
到 导 种 居 次 ,可 以 提供 写 出 合理 长 度 的 传统 证 明 的 理论 支持 ,也 许 它 的 让 明 注 定 就 
是 二 长 的 , 介 手 工 可 以 胜任 .下 节 我 们 扼要 介绍 4CC 的 机 器 证 明 . 


5.3 四 色 猜 想 为 真 的 饥 器 证 明 


1976 年 了 月 ,美国 民利 诺 大 学 的 其 位 数学 家 Kenneth Appel 和 Wolfgang Hak- 
ea 用 计算 机 证 明了 四 和 色 狂 朴 成 站 ,这 是 数学 中 上 和 破 天 荡 地 用 机 器 证 明 非 平凡 的 数 
学 宇 理 的 光辉 业绩 ! 这 两 位 数学 家 串 厂 在 1978 年 《今日 数学 了 Mathematicx ]o- 
dav》|- 黄 文 & 四 色 问 题 放 ,畅谈 了 他 们 的 思路 与 工作 体会 .他 们 说 , 珊 在 纸 上 的 每 类 
地 图 具 凡 内 种 颜色 就 能 使 季 有 公共 边界 的 国家 染 上 相 蜡 的 颜色 . 众多 数学 家 花 
100 多 年 的 时 间 要 证 明 这 和 句 昕 起 来 似乎 十 分 简单 的 话 , 结 果 都 以 失败 告终 ,站 并 
用 学 .于 是 乎 引起 了 数学 界 的 重视 , Apyel 和 Haken( 下 称 AH) 还 直言 他 们 的 让 出 
的 正确 性 若 不 借助 计算 机 是 无 法 检验 其 成 立 与 理 的 .他 们 点 称 4CC 是 一个 有 有 有趣 的 
新 型 定理 , 盟 然 不 能 排除 简短 的 手 当 证明 有 朝 一 日 会 出 现 ,其 至 于 不 排除 出 自 一 位 
大 才 的 砚 中 生 之 手 .但 估计 这 种 机 会 十 分 之 少 , 以 至 于 点 椭 向 于 这 种 手写 证 明 不 串 

asH 水 认 1879 年 英国 伦敦 的 律师 和 伦 就 数学 会 会 员 A.B. Kemple(1849 一 
1922) 给 出 的 4CC 为 真 的 注 明 虽然 有 错 , 但 Kemple 证 明 中 发 明 的 技 上 瑟 和 思想 ,也 
含 了 一 个 世纪 后 终于 引 到 本 确证 明 的 绝 大 部 分 基本 概念 .1890 年 .P.]. Heawood 
指出 了 Kemple 证 明 的 硫 统 .用 给 出 了 五 公 定 理 的 证 明 , 让 明 的 关键 技巧 继承 了 
Kemple 的 *“ 色 交换 技术 ”. 

在 Heawood 证 明 出 五 色 定 理 之 后 ,他 又 在 这 个 问题 上 对 4CC 冲击 了 近 几 十 年 
之 久 .在 此 期 间 许 多 其 他 著 各 数学 家 和 不 可 胜 数 的 业余 数学 家 人 在 四 色 猜 想 上 消耗 

大量 的 精力 , 句 不 得 正果 , 癸 究 的 动力 来 日 纯 数 学 的 兴趣 和 数学 冢 固执 的 智力 刘 
战 当 性 . 在 冲击 4CC 的 过 程 中 ,大 们 对 图 论 和 网 络 理论 贡献 了 大 量 的 新 概念 了 新 
理论 .可以 说 ,4CC 在 -- 只 数学 园地 里 会 下 人 金 贷 的 鹅 . 

AH 警告 人 们 ,有 理 电 相 信 数 学 中 计算 与 证 明 单 千 人 力 不 能 完成 的 问题 可 能 
非常 之 多 .他们 说 .如果 一 个 人 只 使 用 传统 的 只 能 写 出 较 短 证 明 的 论证 工具 ( 指 衣 
手 . 笔 和 纸 ) ,那么 他 只 能 解决 用 简短 证 明 可 坟 解 诀 的 那 部 分 问题 ,他们 主张 把 传统 
的 证 明 利 计算 方法 应 与 计算 机 证 明 方 法 结合 起 来 . AH 指出 ,他 们 的 成 果 暗 示 , 传 


人 
统 的 纯粹 数学 方法 比 某 些 数学 家 看 到 的 局 限 更 为 严重 ,1852 年 以 来 到 1976 年 在 
进攻 四 色 间 题 当 中 人 类 花费 的 户 大 努力 不 能 成 功 ,最 后 还 是 借用 机 器 完成 其 证 明 ， 
具有 历史 性 的 启发 作用 . 


5.3.1 Kemple 的 证 明 


通过 对 偶 图 ,四 色 猜 想 为 :每 个 平面 图 缘 4 色 图 ， 

点 需 考虑 平面 三 角 剖 分 图 (plane triangulations) ,如 图 5.9. 事实 上 ,每 个 平面 
图 此 可 加 上 上 -- 些 新 边 而 得 到 二 角 剖 分 图 .图 5.9 就 是 图 $. 10 加 上 新 边 vw ws， 
us us,uyu; 得 到 的 ,而 添 吉 新 边 只 能 使 色 数 不 减 ,甚至 竖 大 . 


Dr 


图 5.9 图 5. 10 


设 丁 是 p 个 项 g 条 边 和 7 个 面 的 极 大 平面 图 ,月 设 次 数 为 上 的 项 有 思 ; 个 ,po 
= 起; = 人 .由 Euler 公式 , 庆 -e+r=2, 且 


np 一 > 名， 
2 一 人 > jkpi ， 
此 
29 = 3r. 


从 而 得 到 

定理 5,5 若 在 极 大 平面 独 了 中 ,次 顶 的 数 自 是 pp 个 ,由 

>,(6 — kj)p; = 12, 
即 
4p: + 3py + 26 + ps — pr -2pa -3ps — "= 12. 

推论 5.1 极 大 平面 图 了 中 ,有 一 个 至 多 5 次 的 顶 ， 

从 推论 5.1 我 们 知道 工 中 至 少 含有 团 5.11 中 所 示 的 下 种 绪 构 之 一 ， 

若 四 色 猪 想 不 成 立 ,我 们 可 以 取得 -- 个 反例 , 它 具有 最 少 的 顶 数 . 如果 七 不 是 
三 角 痢 分 ,我 们 可 以 加 边 ,使 其 成 为 三 角 衣 分 ,而 其 顶 数 不 变 ;每 个 比 了 质数 少 
的 平面 图 缘 四 色 的 ,而 工 不 是 . 


5.3 四 色 猜 想 为 真 的 机 器 证 明 .97 


三 p 
林 1 
(a) ih) {€] (可 
图 5.11 


如 果 工具 含 图 $5.11 的 (a) 或 (b) 这 种 构造 , 则 删除 项 吕 之 司 ,x(T- vw) 二 4. 
由 于 % 的 邻 项 至 多 3 个 .所 以 可 以 把 与 v 相 邻 的 顶 相 异 的 第 四 种 颜色 给 染 上 ， 
于 是 y(T) 和 4, 与 工 是 反例 相 违 .于 是 了 中 不 含 结构 (a) 守 (b). 

若 工 中 含 结构 fce) ,我 们 试图 如 上 地 辐 样 来 证 明 , 们 当 ep,c .ad 的 颜色 岗 两 
相 异 时 ,我 们 外 到 了 麻烦 ,这 时 我 们 不 能 立刻 对 顶 v 染色 .为 了 克服 这 一 肪 烦 ， 
Kemple 采用 了 一 种 巧妙 的 证 法 ( 现 称 Kemple 链 证 法 ) ,证 本 我 们 是 以 对 Tv 的 上 
色 进 行 变更 ,使 得 刻 么 a 与 . 要 么 5 与 d 有 相同 的 颜色 .于 是 对 vw 可 以 上 色 , 使 得 
是 四 色 的 ,从 而 得 到 矛盾 . 为 了 实际 得 到 上 述 结 论 , 设 a,5,c,d 分 别 染 上 红 、 
绿 . 兰 和 上 忒 四 种 颜色 ,图 T-w 中 可 能 找到 从 a 到 < 的 轨 , 其 项 仅 是 红 的 与 蓝 的 ( 称 为 
Kemple 链 ) ,也 可 能 找到 从 5 到 d 的 一 条 轨 , 其 上 的 质 不 是 绿色 就 是 灰色 .但 是 这 
两 条 轨 不 能 同时 存在 ,因为 如 果 同 时 存在 ,那么 它们 的 公共 点 是 何 种 颜色 昵 ?” 正 红 
色 或 蓝 色 ,同时 又 应 是 绿色 或 页 色 , 这 是 不 可 能 的 .不 失 一 般 性 ,不 妨 设 不 存在 从 a 
到 的 红 - 蓝 轨 . 这 时 容易 看 出 ,我 们 可 以 交换 颜色 ,使 了 -vw 中 a 项 变 成 蓝 色 而 六 
c,d 三 项 不 变色 ,于 是 可 以 对 wv 项 着 以 红色 ,使 得 丁 旺 4 色 , 矛 盾 . 


图 5.12 


因此 Kempjle 证 明了 工 不 含 图 $.11 中 (a)(bifc) 的 结构 .如 洒 他 还 能 让 其 于 
不 含 结构 (d) , 则 他 的 证 明 则 可 彻底 完成 ,内 为 荆 中 应 依 (aif(b)fcild) 四 种 结 届 至 
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1890 年 Heawood 指出 了 Kemple 证 明 的 淇 润 , Heawood 沿用 Kenmple 的 让 明 
方法 让 明 出 一 个 较 弱 的 结论 .用 五 种 颜色 可 以 对 平面 图 正常 硕 着 色 , 即 x (平面图 ) 
< , 称 为 五 色 定 理 . 

Kemple 在 证 明 4GC 时 使 用 的 思路 中 有 两 个 关键 思想 对 4CC 的 机 器 证 明 产 生 
了 重大 作用 . 


5.3,2 Appel 和 Haken 证 明 的 思路 


平面 一 和 角 剖 分 的 某 个 圈 中 的 斋 导 出 子 图 称 为 一 个 构 形 {configuration ), 包 因此 
构 形 的 圈 称 为 构 形 围栏 ,围栏 上 的 顶 数 称 为 围栏 长 .图 5.11 中 的 四 个 图 中 的 构 撒 
和 皆 由 一 个 硕 vw 给 成 ,而 其 围栏 的 长 分 别 为 2,3,4,5, 图 5,13 中 的 构件 由 7 个 项 导 
出 ,其 围栏 氏 为 12， 

车 局 是 一 个 构 形 集合 , 且 每 个 平面 一 第 削 分 展 合 
D 中 至 少 -一 个 元 素 , 则 称 上 U 为 不 可 避免 集 (unavoidable 
;Dset) ,例如 图 5.11 中 的 四 个 网 构成 的 集合 就 是 一 个 不 吕 
避免 集 . 

如 果 一 个 构 形 不 含 于 4CC 的 最 小 ( 顶 数 最 少 ) 反 
例 之 中 , 则 称 此 构 形 为 可 约 的 , 它 指 出 , 若 存 在 一 个 含 构 
形 C 的 反例 ,由 我 们 能 找到 一 个 更 小 的 反例 .上 闻 我 们 
证 明了 图 5.11 中 的 (fa)(b)ftc) 都 是 可 约 的 ,但 林 话 明 
(d) 是 可 约 的 . 
入 欲 证 4CC 为 真 , 只 入 证 存在 可 约 构 形 组 成 的 不 可 


避免 集 , 
Appel 和 Haken 的 证 明 就 是 用 计算 机 做 两 件 事 : 
(1) 构造 构 形 的 -个 不 可 避免 集 ; 
(2) 证明 (1) 中 的 构件 是 可 约 的 . 


5.3.3 不 可 避免 集 


存 图 5.tl 中 的 四 个 加 中 的 (d) 林 被 证 明 是 可 约 的 ,所 以 尽管 它 是 不 可 必 货 组 ， 
但 尚 需 寻 找 另 外 的 不 可 避免 组 . 1904 年 , Wernicke 构 作 册 一 个 不 可 避免 集 , 如 图 
5.14 所 示 . 他 把 图 $.11 中 的 (d) 用 另 两 个 构 形 取代 ,其 中 一 个 是 两 个 5 次 的 相 邻 
项 , 另 -一 个 是 一 个 5 次 -个 6 次 的 两 个 相 邻 的 顶 . 

图 5.15 是 又 一 组 不 可 避 邹 集 . 

1913 年 ,G.D.Rirkhoff 又 找到 一 个 可 约 构 形 如 图 5. 16 所 示 , 人称 这 个 构 形 为 
件 克 训 夫 钴 石 . 


5.3 由 色 犹 想 为 真 的 机 器 证 明 :网 ， 


一 一 一 -一 -i-- - _ _ 


在 下 面 的 论证 中 ,我 们 约定 

(1) 在 所 述 的 不 可 避免 集 中 ,省 去 了 图 5.11 中 的 {a) 
(byte). 

(2) 省 去 了 构 形 的 围栏 . 

(3) 三 去 示 构 形 中 S 次 顶 , 品 表示 构 开 中 属 次 的 项, 吧 ) 
表 下 构 肛 中 下 次 顶 ,下 >6. 

例如 图 S.11 中 的 构 形 集 空 成 ;三 |. 

图 5.14 中 的 构 形 集 变 成 } 硬 和 ,性 全 ) |. 


图 5.16 


图 5. 15 中 的 构 形 集 变 成 1 三 俐 ， 人 1 


让 明 .一 个 构 形 梨 蚌 不 可 避免 集 不 是 轻松 的 事 . 

定理 5.6(Wemicke,1904) | 三 各 ,本 吃 | 尼 不 可 避免 集 . 

证 邻 了 是 一 个 不 禽 了 次 .3 次 和 4 次 项 的 三 角 削 分 .我 们 约定 开始 时 天 次 
珊 所 带 的 电荷 为 6-- 丰 ,由 定理 5.5, 下 上 各 议 总 电荷 为 

(6 一 kp, 一 12， 

其 中 站 是 开 次 顶 的 数 昌 ,而今 到 福生 

把 带 1 个 单位 正 电价 的 每 个 5 次 顶 向 其 每 个 带 负电 荷 的 邻 顺 输送 5 个 电信 

如 果 不 椰 在 5 次 计 与 6 次 项 或 5 深 硕 与 5 次 项 相 邻 的 现象 ,每 个 5 次 顶 必 有 5 
个 开始 时 带 货 电荷 的 分 项 ,上 即 5 次 硕 与 7 次 以 上 的 大 相 邹 ,最 后 5 次 项 上 | 的 电 区 变 

攻 虑 27 的 所 ,即使 这 种 颖 的 邻 项 篆 汪 次 了 顶 ,这 种 有 次 项 所 获 电 人 向 最 多 为 
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一 一 一 一 一 -一 一- 一 一 -一 一 一 一 一 一- 一 一 


所 ,使 它 带 的 总 电 葡 数 为 (6 ~ 六) + 和 =6+ 于 = 了 <0. 于 是 下 上 的 总 电 
荷 重 是 负 的 ,不 是 12 ,此 矛盾 证 明 | 大 - 帮 , 辐 -1 是 不 可 避免 集 .证 毕 . 
用 这 种 电荷 输送 的 技术 Appel 和 Haken 又 证 明了 下 面 两 个 定理 . 


定理 5.7 {时 仿 ， 人 入 | 


QD | 
5 yin 、 
定理 5.8 ioee EOS es .| 是 不 可 避免 入 


s.3.4 可 约 性 


以 Birkhoff 钻石 为 例 来 展示 如 和 合 证 明 一 个 构 形 是 可 约 的 . 

设 二 是 4CC 的 最 小 反例 , 设 工 中 售 Birkhoff 钻石 构 形 ,并 且 下 是 下 上 把 
Birkhoff 钻石 上 的 内 部 4 个 项 删除 后 得 到 的 图 .因为 工 是 最 小 反例 , 则 大 是 4 色 
的 , 即 yx( 了 了) 所 4. 为 了 得 到 矛盾 ,我 们 将 证 明 了 的 等 个 四 色 上 色 可 以 扩充 为 了 的 
- -种 外 和 色 上 各 .为 此 ,我 们 考虑 全 四 色 上 上 色 的 具体 情形 ,在 四 色 圭 色 时 ,六 边 形 上 


项 的 色 分 布 如 下 : 
121212 121324、 123143 123412 
121213、 121342、 123212、/ 123413 
121232 121343、 123213、 123414、/ 
121234、 123123 123214、/ 123423 
121312、 123124 123232、 123424、 
121313 123132、/ 123234 123432、/ 
121314 123134 123242 123434/ 
121323、 123142 123243 
». 
/ 


图 5.17 


5.4 颜色 韦 项 式 : IN1 : 


六 边 形 上 相 邻 的 硕 上 了 同样 的 颜色 .而 121214 未 
被 列 人 是 因为 121213 与 之 是 同 -类 型 的 . 当然 上 
述 表 中 并 不 是 一 其 可 能 的 情形 . 表 中 作 了 ~ 号 标志 
的 是 六 边 形 的 “好 着 色 ” 例如 121213、 ,多 图 
$5.18, 它 能 扩充 到 构 形 C.C 是 Birkhofi 钻石 , 故 称 
121213 是 六 边 形 的 好 着 色 . 如 果 上 述 31 种 可 能 的 
色 分 布 每 - -个 都 是 好 的 ,那么 了 的 每 个 可 能 的 正 
常 着 色 可 以 扩充 到 了 ,使 了 成 为 4 色 的 ,我 们 用 
Kemple 链 方法 把 上 述 31 种 色 分 布 中 的 “ 坏 分 布 ” 图 5.18 
转换 成 "好 着 色 ” .例如 容易 检验 , 坏 着 色 121313 能 

转 模 成 “好 着 色 ”121213 和 121343 中 的 一 个 ,这 只 要 把 Kemple 链 上 的 1 与 4 或 2 
与 3 五 换 即 可 . 


$.3.5 机 器 证 阴 的 成 功 


从 1913 年 Birkhoff 发 现 Birkhoff 钻石 这 种 可 约 构 形 之 后 到 20 世纪 60 年 代 ， 
数学 家 们 发 现 了 数 以 千 计 的 可 约 构 形 ,并 伞 图 从 中 用 计算 机 筛选 出 - -组 不 可 避免 
集 ,1976 年 ,Appel 和 Haken 在 Koch 的 合作 之 下 ,利用 计算 机 , 花 了 1260 个 机 时 ， 
验证 了 由 1834 个 构 形 组 成 的 集合 是 一 个 可 约 的 不 可 避免 集 , 从 而 证 明 4CC 成 立 . 

至 今 人 们 尚未 给 出 不 用 吕 约 不 可 避免 集 这 种 计算 机 证 明 方 法 的 其 他 办 法 来 证 
明 4CC 为 真 .事实 上 ,其 他 方法 可 能 是 由 于 需要 很 强 的 理论 工具 ,而 这 种 理论 工 基 
是 什么 ,其 至 它 是 否 已 经 在 数学 科学 中 出 现 ,者 是 未 知 的 事情 . 

在 快速 计算 机 发 展 之 前 受 了 传统 数学 教育 的 数学 家 们 ,往往 倾向 于 不 把 计算 
机 视 为 一 种 做 数学 证 明 的 工具 ,尤其 是 其 程序 太 长 ,不 易 用 手工 来 检查 其 正 放 时 ， 
觉得 机 器 证 明 的 结论 不 那么 十 靠 , 对 那些 证 明 不 太 长 而 理论 性 强 的 定理 而 言 ,这 种 
传统 的 证 明 观 是 可 以 理解 的 ,但 对 于 计算 性 高 而 且 证 明 超 长 的 定理 ,拒绝 使 用 计算 
机 由 是 十 分 不 明智 的 了 .事实 上 , 像 4CC 这 种 需要 大 规模 计算 与 分 析 的 非 人 力 所 
能 胜任 的 问题 是 非常 之 多 的 . 当然 ,即使 充分 利用 计算 机 ,地 要 与 纯 数学 的 理论 分 
析 相 结合 . 


5.4 颜色 多 项 式 


如 果 用 一 色 ,二 色 和 -=: 色 对 三 个 项 树 进 行 顶 正常 着 色 ,不同 的 着 色 方 式 如 图 


s.19 所 ys. 
我 们 看 到 ,对 十 标志 了 醒 的 三 项 树 , 用 三 种 颜色 对 其 项 正常 着 色 的 不 同方 式 共 


: 102 第 五 章 ”湖人 钥 畔 论 


OO—O—O 
O—O-O 
O_O_O 
OO OO OO 


局 5.19 


有 1 种. 所谓 是 种 十 色 有 不 阿 方 式 , 是 指 至 少 有 一 :个 项 两 次 的 音色 不 -一 样 . 噶 然 ， 
刘 茜 鲜 大 -此 ( 拓 多 ) ,所 忆 颜 色 也 多 -- 些 . 则 不 同 的 上 双方 式 会 上 分 之 多 , 委 举 法 
[狼人 和 不通 例如 一 个 标志 的 9 质 树 , 用 1 种 卢 色 正常 项 善 色 , 竞 有 1 全 种 ,我 们 
是 无 法 在 纸 上 上 把 这 些 上 笃 方 式 全 夯 出 米子 (没有 这 么 多 时 间 和 纸张 ). 

好 旨 我 们 用 PTG 表示 对 图 GG 用 大 种 颜色 孤 让 党 普 色 的 方式 数 , 并 有 
拘 定 , 则 PsA) 是 吉 的 : 开 晒 数 ,下定 尽 域 是 .但 它 不 同 ,这 个 明 交 已 C 二 ) 
末 必 相同 . 

由 Pie 的 含义 我 们 立即 得 到 以 下 简单 结论 : 

00) YC) 坟 上 的 充分 必要 条 件 是 P(G .kk)>0. 

Li (平面 图 ,4) >0 的 充分 必要 条 件 是 4 成 并 ， 

Gi PEC) = 不 ( 久 一 19…{ 丰 一 by 十 1 的 充 要 条 件 是 (二 区 .. 

(iv) PEG,k)= 上 的 充分 必要 条 件 尾 | ECG)|=0.， 

(vy) 甘 曲 .G0 是 如 的 连 遂 片 . 则 PCG.8) = 【| P(G,,*). 

(vi) PEG ek)= PGR)+ POGOe ,kk), 其 中 oeE EC(G),G 是 单 图 . 

市 实 上, 基 一 wwEECGY, 刚 PiG'e .是 用 名 种 颜色 对 G 一 e 进行 正常 俐 
善 色 4 和 同色 时 上 色 的 方式 数 ;P(G 8) 二 用 种 颜色 对 G 一 e 进行 正常 项 着 色 
4 和 时 上 名 的 方式 效 , 所 以 

PP (PY 
用 从 忒 1 可 以 类 得 : -些小 图 的 CG. 下). 例如 
PO@—@—@.:- PO © 0.)- "O—©,) 
[ne 人,k)- Pi ,上 )! 
-Pi ,LP@.:)| 
= [# kl- [kk| 


! 
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- 天 (中 一 1 一 此 一 2 上 4+ 此. 
今 = 了 3 了 则 忆 (重重 -一 和 .31=303- [六 -3x4> 12, 这 就 是 本 凶 半 头 几 5.19 而 
出 的 情形 . 
时 用 乡 向 个 比较 太一 些 的 图 的 PCG , 训 ) .我 们 把 PIC 8 ) 简 守成 号 
许 以 图 小 。 


(信访 
人 
C0 (ED) 
PT 


一 P(g Rk) + 3P(R, ,Ek) + 2P(b1,k) 
= kt- lk -Dk — Mk — 4) 
+ EEE 1kR -2k - 3) + 2E(k — 1){k -2) 
-EEE 1k — 2)tk — dk + 5). 
坟 记 十 西 个 实例 我 们 置 到 , 求 得 的 忆 ( 和 ,点 ) 都 是 上 的 多 项 式 . 例如 .项 树 的 
PEG,k) = 一 2k* + 上 中 首 项 恰 为 户 , 第 二 项 是 - se ,无 常数 项 ,系数 止 仙人 交替 
出 现 . 这 种 现象 不 是 自然 的 ,有 下 面 定理 敌 出 总 结 . 
定理 5.9 CG, 刀 是 趟 的 5 次 多 项 式 ,by 二 | VC) ,日 按 括 寡 排列 时 , 首 眠 为 
声 ,第 -项 为 -ey 妮 常 数 珊 ,系数 为 正 负 交 禁 出 现 的 整数 ,其 中 = |E(G)|. 
证 ”对 藉 的 边 数 进行 U1 纳 证 明 , 约 定 G** 有 重 边 时 ,把 车 边 变 成 单 边 (不 影响 
项 正 癌 次 包 
s=-1) 时 ， 和 PEG) 上 ,定理 已 成 并 . 
搬 漫 s 坟 -时 年 理 成 立 , 苦 虑 ee= 7 的 情形 , 则 广 -e 与 G'e 的 边 数 为 n 一 
1 由 三 纳 法 很 设 
PIC PR 
+ 二 (1) Tak 
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PIC esk)= Reh +b ks bk +t 

+t (- 1) bk, 

其 中 e 是 单 图 Ge 的 边 数 ,a,,b, 实 0. 出 公 式 
PlG,R)Y = 已 (全 -ee 有 一 PIG .ee,k), 
得 
PC) = -ek tia te dk (a 3+ be’ 
+ 二 1) (a + ),, 

订 见 对 于 E= 关 的 情形 . 定 埋 S.8 仍 成 立 . 让 和 毕 . 

允 项 式 PEG ,上 上) 称 为 的 颜色 害 项 式 . 它 是 1912 年 由 美国 数学 家 白 克 豪 大 

{Birkholi) 引 和 的 ,当时 的 意图 蛙 想 从 PCG ,RD) 的 研究 来 证 明 46CC, 即 让 遇 

PP 平面 图 ,4) > 0. 
虽然 这 一 月 的 尚未 达到 ,但 由 颜色 多 项 式 引 出 了 不 少 令 人 感 兴趣 的 图 论 问 题 . 例 
如 ， 

(C1) 如 柯 判 定 个 多 项 式 居 告 某 个 阁 的 颜色 多 珊 式 ? 

(2) 有 同一 个 颜色 多 项 式 的 图 类 有 什么 共同 的 拓扑 性 质 ? 

(3) 证 明 或 反驳 瑞 德 (Read) 狂 想 ， 

PC 的 系数 的 绝对 值 形 成 先 单调 严格 上 升 转 而 此 档 单 调 下 降 的 单 蜂 厅 
列 . 

颜色 多 项 武 对 研究 图 论 的 作用 有 -- 个 局 限 性 就 是 不 同 构 的 图 ,上 呆 以 有 相同 的 
颜色 元 质 式 , 下 面 的 定理 揭示 了 它 的 这 种 缺憾 . 

定理 5.10 图 的 颜色 多 项 式 为 &(R - 1) ' 当 有 是 仪 当 避 是 5 个 顶 的 树 . 

证 若 &(k--1)! 是 图 GG 的 颜色 多 项 式 , 由 于 此 和 多项式 中 有 一 次 项 
( 1) ,而 车 G3 小 有 连通 片 G0,Gy ,Gsw > 1, 则 PCG,k) 二 TT PG,, 
&) .由 定理 5.8,P(G ,) 无 常数 项 , 歼 当 出 > 1 时 ,PIG,) 中 应 无 一 次 项 ,与 它 
事实 土 有 一 次 顺 (- 1 志和 矛 慎 , 帮 m = 1,G 是 连通 图. 又 有 (1 于 的 名 的 系 
数 征 -C1 ， = - (vy 一 1)., 由 定理 5.9.e(G) = v(G) -1. 由 树 的 等 价 命题 ,连通 图 
G 的 边 数 等 于 顶 数 减 1 当 有 由 仅 当 必 是 耕 ,至 此 知 G 确 是 树 . 

下 证 PG, 上 ) = 于 一 1)' ! 是 为 树 的 必要 条 件 .车 G 为 树 ,对 y(G) 进 行 
归纳 法 证 明 .车 实 上 ,. 当 ，=1 时 ,G 只 有 一 个 顶 ,这 时 PIG ,有 ) = 三 2 时 ， 
P(E,R)=2=k(k- 1 成 六 

假设 当 所 nn 一] 时 ,命题 已 成 立 , 即 PiG,k)= 上 (一 1)” ,考虑 一 ”的 本 
品 , 取 如 一 个 时 ww, 令 G = 一 wo; 也 是 树 .由 扫 纳 法 假设 PiG ,= 上 (所 
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1)”“ ,对 G 的 每 种 正常 & 项 着 色 方 式 ,m 在 口上 上 色 时 有 大 -1 种 选择 的 可 
能 ,使 得 G 得 到 止 常 项 着 色 ,于 是 
P(GR)= Ck — PCG’,k) 
= Ck 1)R(R 1)" 
一 开 (R 1)"!, 
数学 归纳 法 完成 .证 毕 . 
有 的 客 项 式 , 邯 使 满足 定理 5.9 的 结论 , 仍 可 以 不 是 图 的 颜色 多 项 式 , 反 例如 
下 : 
多 项 式 + 一 3k + 3k* 满足 定理 5.9 的 结论 ,如 果 它 是 图 G 的 颜色 多 项 式 . 若 
0 是 连通 图 , 则 y(6)=4,8(G)=3,e 二 vy 一 1. 所 以 G 是 树 , 于 是 
PCG,R) = klk 1)! 
= ktk—1) = kk — 3k +3k—1) 
= 和 一 3 十 下 一 下 关上 一 3 二 3. 
所 以 G 不 是 连通 图 .由 于 "=4,s=3,6G 只 能 如 图 5.20 th 
所 示 , 共 -个 连通 片 是 三 角形 , 男 一 个 连通 片 是 一 个 孤 
立项 ,于 是 | a a 
PEG,k) = kkR(k— 1)(k -2) = 上 一 3k* +2k: 闭 
kk + 3k’. 3 oy 
综 上 所 述 ,六 : - 3&* +3&? 不 是 图 的 颜色 多 项 式 . 图 5.20 
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与 图 的 正常 顶 着 色 有 血缘 关系 的 一 个 重要 概念 是 所 谓 独 立 集 ， 

定义 和 5 设 IEViG), YayuETa 与 v 不 由 邻 , 则 称 了 是 图 上 G 的 一 个 儿 
立 集 ; 如 果 了 是 独立 集 , 而 Yu€E VG) 一 了 TUtai 不 是 避 的 独立 集 , 则 称 了 是 
的 一 -个 极 大 独立 集 ;G 中 顶 数 最 多 的 独立 集 称 为 G 的 最 大 独立 数 ,G 的 最 大 独立 
集 顶 的 个 数 叫 做 避 的 独立 数 , 记 之 为 alG). 

在 图 的 正常 顶 着 色 中 ,同色 项 组 成 G 的 一 个 独立 集 . 利用 极 太 独立 集 , 可 以 得 
到 -- .个 正常 顶 着 色 的 算法 . 

定义 5$5,6 若 把 图 G 的 顶 集 V(G ) 划 分 成 VV ,个 子 集 , 即 V(G) 
=UV,, V NV =,i 关 ,VW 是 G6- Uv, 的 极 大 独立 集 ,i = 1,2,-…, 此 ,其 中 

多 ,把 V, 中 的 巴 染 上 1 色 ， 则 称 这 种 上 色 是 对 图 G 的 一 种 上 顶 规范 着 色 . 
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显然 规范 阁 色 是 正常 着色 . 

定理 S.11 如 来 GG 起 可 以 厌 正 常 善 色 的 , 划 6 存在 & 顶 规范 着 色 . 

证 设 避 有 正常 着 色 C=CVis WV), 即 VG)=UvV,,H VNY,- 
C327 中 硕大 以 六 色 ,我 位 玉 调 整 ,使 得 此 着 色 ( 是 规范 & 项 兰 色 ; 

人 六 是 如 的 极 坟 独 六 集 ,. 则 把 六 硕 E 上 1 色 . 不 然 ,V) 是 中 的 个 独立 集 . 
从 VW VV 中 调和 一 些 原 进入 ,总 可 及 把 VY 扩张 成 如 的 极 大 独立 集 
VV 上 (0 - 
eV 的 要 大 独立 集 , 则 把 Y 中 的 顶 着 以 2 色 , 不 然 , 从 避 - 
VI 下 调 一 些 顶 进入 V， ,使 得 VW 扩张 成 的 极 大 独 亲 集 . 如 此 以 
往 ,于 后 便 得 到 规范 借 着 色 . 让 毕 . 

篇 如 图 5.21 中 的 图 0 汕 , = 1w! 是 的 极 太 独 
襟 集 ， VY 一 ov 是 如 一 VV 的 极 大 独立 和 朱 , VW ;= 
的 报名 立信 ,VW 遍 VW Vi 
= (所 以 把 Yi 着 1 鱼 .Va 人 兰 2 色 ,Vi 首 3 但 是 一 
种 3 项 规范 养 色 .由 于 此 网 只 有 这 -一 种 规范 肴 色 ,. 所 以 
40)=3, 即 此 财 虹 3 色 的 . 

上 述 规 范 着 色 的 忠 路 是 ,我 们 用 第 一 种 曾 色 为 图 局 
上 名 时 ,要 尽 可 能 多 地 把 --- 些 无 色 硕 上 色 , 直 至 不 能 峙 多 
染 项 为 止 ,上 任 中 -一 由 保持 邻 硕 不 同色 的 规矩; 接着 对 万 
色 厦 中 的 一 些 硕 用 第 .种 颜色 点 可 能 地 多 上 人 色 ,坚持 邻 顶 不 同色 的 规矩 , 直 全 不 能 
峙 多 座 陆 为 止 ; 如 此 继续 .1. 作 下 去 ,最 后 完成 和 的 正 第 背包 

独立 集 与 办 六 集 计 : -个 图 G 中 有 下 补 尾 ， 

昌 实 上 估 了 是 图 的 独立 集 , 基 了 中 任 二 顾 不 在 世 中 相 邻 ,此 即 上 (G6) 中 的 
伍 亲 边 琅 少 - 端 症 VO) 一 了 中 .好 WV(G) 一 【是 G 的 覆盖 集 : 友 之 ,和 VG) 1 
晨 C 的 :个 费 盖 集 , 即 每 条 边 至 少 -个 端点 在 YEG) -了 中, 则 了 工 中 无 令 项 ,可 网 

(1) [为 G 的 独立 集 的 充 权 条件 旺 V(G) 一 1 是 6G 的 履 盖 集 . 

(2) 了 说 的 极 大 独立 集 , 则 VCG) -了 是 G 的 极 小 履 瘟 集 . 

(3) af Ota VGY. 

上 面 给 出 求 极 小 梨 盖 集 或 极 大 独立 集 的 一 种 算法 (并 不 是 有 效 算 法 ). 为 此 引 
人 轴 轿 运 个: 

世 六 ,写成 呈 上 + 六 . 

本 


这 种 逻辑 运算 除了 满足 交换 律 .结合 律 与 分 配 律 之 外 ,还 满足 所 渭 吸 收 律 ; 
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由 于 蓝 盖 集 与 独立 集 的 千 补 性 ,欲求 … 个 图 G 所 有 的 极 大 独立 集 , 只 需求 出 
七 的 一 切 极 小 覆盖 集 ,再 求 出 它们 的 衬 集 , 即 为 G 的 所 有 极 大 独立 集 . 

对 于 YazE wec) ,为 了 餐 盖 住 与 w 关联 的 一 切 边 ,或 是 " 参加 覆盖 集 , 或 是 
2 的 一 切 邻 项 参加 材 首 集 . 这 可 纵 写 成 


Tr + El UH. 
ukE yt 


所 以 所 有 羽 小 著 盖 集 由 下 面 的 多 项 式 给 出 | 
ll tor J «) 上 


TE 
(||) 式 的 展开 式 之 每 一 项 是 一 个 极 小 条 盖 集 . 
例 5.5 求 图 5.22 中 风情 的 一 切 极 小 
覆 上 站 集 与 极 大 独立 集 以 及 atG) 与 有 CC) 
解 。 先 求 极 小 覆盖 集 , 由 公式 (可 | ) 得 
[|] = Cu + hd) (b + aceg) 
(e+ baef}(d Ft arep) 
(e+ pedf {f+ cep) 
(g + bdf). 
把 此 式 去 括号 展开 ,利用 吸收 律 得 
[| = areg + breep + pref + bedlf. 
上 是 图 上 的 一 切 极 小 覆 瘟 集 有 以 下 四 个 : 
| 图 5.22 
| 
取 此 四 个 项 子 集 的 关于 VCG) = ja,b,cyd,e,f/ ,8| 的 补 集 , 得 四 个 极 大 独立 集 : 
Ipd, fl Nafi,iasc sgl,la,e,gl. 
此 即 和 欲求 的 的- 切 极 大 独 亲 集 , 量 知 afG)=3,B(G)=4. 
如 果 把 禾 糕 (a)、 鸡 (b). 席 (o)、 猪 (d)、. 狠 (e) , 羊 (白菜 (g) 中 的 一 些 放 在 一 
起 ,而 又 不 会 发 生 * 不 安全 "的 事 , 上 面 给 出 的 四 个 极 大 独立 集 } 鸡 , 猪 . 羊 1 ,1 蛋糕 、 
羊 i .j 量 粒 . 虎 .白菜 } ,} 供 糕 . 狼 .白药 ! 就 是 仅 有 的 四 种 极 大 的 安全 编组 方式 .不 可 
能 把 四 党 东西 放 在 一 起 ,不然 会 出 现 其 中 的 - .种 吃 掉 另 -种 的 事情 ， 
今 人 失望 的 是 ,这 种 求 极 大 独立 集 的 方法 的 运算 时 间 为 0(2). 事 实 上 (TU) 
中 用 个 形 如 (x + yy) 的 因 式 , 诬 开 时 每 个 括号 中 有 一 项 参加 ,有 了 册 种 选择 ;全 部 
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个 (r+ ww 的 乘法 方式 有 2 种 ,vy =. V(G)|. 可 见 这 种 算法 的 耗 时 过 大 ,v 稍 大 一 
些 就 不 能 在 合理 的 时 间 内 得 姑 答 案 , 而 且 目 前 义 没 有 比 上 述 算 法 更 好 的 有 效 算法 . 

还 有 一 个 与 独立 集 、 履 六 集 有 密切 关系 的 砚 子 集 叫 敌 支 怒 集 . 

定 深 5.7 守 VOO), YuEVIO), 则 vwE Wi, 不 然 w 与 Y 内 一 项 相 邻 ， 
则 称 VW， 为 图 避 的 一 个 支配 集 .如果 Y, 是 图 G 的 一 个 支配 集 ,但 VW 的 任何 真子 
集 不 再 是 6 的 支配 集 , 则 称 WwW 为 G 的 极 小 支配 集 . 项 数 最 少 的 支配 集 叫 敌 最 小 
支配 集 ,其 顶 数 记 成 yY(G),y(G) 称 为 图 GG 的 支配 数 . 

由 楼 大 独立 集 与 极 小 支配 集 的 定义 ,容易 看 出 :任何 图 G 的 极 大 独立 集 必 为 
(的 极 小 支配 集 . 

按 逻 辑 运算 把 下 式 展开 成 多 项 式 , 则 每 一 项 给 出 G 的 一 个 极 小 支配 集 : 


A A) ‘0 


事实 上 ,在 图 G 中 ,为 了 顶点 vv 接受 “ 支 
配 ” ,或 者 v 参加 极 小 文 配 集 ,或 者 wv 的 某 个 邻 硕 
参加 极 小 支配 集 ,所 以 公式 (HZ) 成 立 . 

例 5.6 求 图 5.23 中 图 G 的 一 切 袜 小 支配 


解 由 全 式 (HZ)， 
(at+p+ectdllbptrard) 
(ctat+d)ld+atb+t+etf) 
{e+ad+t+f)(f+tdie) 

图 5.23 一 af 十 中 + 这 十 ce t+ Ef. 


序 |o etiayprichipcsetyiascy 上 为 全 的 全 部 极 小 支配 集 ,7(CG) = 1 
19 性 绿 ,伟大 的 德国 数学 家 高 斯 ((rauss C. 下 ， 
1777 - 1855) 提 出 了 著名 的 左 皇 后 问题 和 八 皇后 同 [| | | | 


题 : 

最 少 几 个 “后 ”, 放 在 哪些 方 格 中 ,才能 吃 掉 对 方 
任何 一 个 格子 上 的 子 儿 ? 

最 多 几 个 “后 ", 放 在 哪些 格子 中 ,使 得 任 一 后 旋 
椒 掉 任何 其 他 的 "后? 

这 两 个 问题 后 人 分 别称 其 为 高 斯 五 皇后 问题 和 
高 斯 从 皇后 问题 . 

沪 斯 给 出 了 这 两 个 癌 题 的 解 , 见 图 S.24 与 图 
5.25. 


图 5.24 
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用 图 论 的 语言 而 言 ,我 们 以 8xg 的 棋盘 的 64 个 方 格 组 成 一 个 所 谓 “ 皇 后 图 ” 
G 的 项 集合 , 仅 当 后 在 甲 格 能 力 掉 乙 格 的 对 方 一 个 子 儿 时 ,甲乙 一 格 对 应 的 项 在 
皇后 图 6 中 相 邻 ,于 是 高 斯 五 皇后 问题 即 为 求 皇后 图 的 最 小 交配 集 .这 时 y(G) 
=5{ 验 证 留 给 读者 }); 而 高 斯 八 皇 后 问题 是 求 皇后 图 G 的 最 大 独立 集 ,可 以 验证 
a(()=8. 图 5.24 是 五 皇后 的 -种 解 , 解 不 惟一 ;图 5.25 是 八 皇 后 的 两 组 解 ,还 有 
90 种 其 他 的 解 (可 参考 王 树 不 鞭 《 数 学 聊斋 》, 科 学 出 版 社 

克 配 集 与 独立 集 在 网 络 与 信息 技术 中 有 重要 应 用 ,下 面 介绍 两 方面 的 实例 ， 

(1) 中 心 台 站 的 选 址 

在 vi ,rz ,…tu 这 个 城镇 之 间 有 一 个 通信 和 网 络 .现在 计划 在 这 些 城镇 中 选 
定 儿 座 建 立 中 心 台 站 ,这 些 中 心 台 闻 必须 与 其 他 台 站 有 直通 的 线路 .为 减少 造价 ， 
中 心 台 站 的 数目 要 最 少 , 有 时 还 会 提出 其 他 要 求 ,例如 在 造价 最 使 的 条 件 下 , 硕 要 
送 两 套 以 下 的 中 心 台 站 ,以 备 - - 套 出 故障 时 ,了 林 以 及 时 月 用 另 一 大 中 心 台 站 . 

这 种 问题 的 数学 模型 是 :以 城镇 为 项 , 仅 当 两 城 辣 有 直通 线路 时 ,相应 的 两 顶 
闻 连 一 边 构 成 -个 图 如, 此 图 的 最 小 支配 集 即 为 所 求 . 若 建 两 套 , 则 从 的 一 切 极 
小 支配 集 D,,D;,… ,Dy 中 选取 D， 与 内。 ,使 得 

DMD,= 8, IDUD|= minil DlI+|D,| 
[lid,D NM D, = BL. 

例如 图 $.23 所 示 的 通信 网 络 中 ,如果 挑选 一 个 中 心 台 站 , 则 是 1z+ ,大 和 欲 建 两 
套 中 心 台 站 , 则 应 选取 1d | 为 第 一 套 , a ,el 或 1a, 了 i 为 第 二 套 . 

许多 其 他 实际 问题 亦 可 化 成 求 图 的 极 小 支配 集 来 解 . 

(2) 独立 集 在 信息 论 中 的 一 个 应 用 

设 信息 传输 中 的 基本 信号 集合 为 


S = |51 53 Sn 


“1i0 : 
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例如 * 是 接 芽 字母 ;=1,2,…,23 由 统计 发 现 , 茶 个 基本 信和 号 与 某 些 基本 售 
导 易 于 发 生 错 乱 .例如 和 输入 ,=1,2,3,4,5, 输 出 应 是 s* ,但 由 于 发 生 了 错乱 ,s， 
与 5s; 易于 错乱 ,s, 还 和 ss 易于 错乱 等 等 , 见 图 5.26, 构 作 一 个 无 则 图 GG 以 S 为 
而 集 , 仪 当 s;, 与 5 易于 错乱 时 ,在 斋 s, 与 5 之 间 连 一 边 . 求 G 的 最 大 独立 集 即 可 
做 为 碟 误 基本 入 号 集 S ,例如 图 5.24 中 ,图 GG 是 一 个 5 阶 用 s,s)s;545;51; 其 最 大 
独立 集 是 | ,515 ssl sr 5 11ss 551 1153,351. 这 五 个 最 大 独立 集 的 得 一 个 
都 冲 敌 为 无 误 基 本 入 号 集 3 . 


图 5.26 


如 果 用 两 个 以 上 基本 信号 组 成 的 词 向 外 传输 信息 ,也 有 如 何 排除 错乱 的 出 题 . 
为 此 需要 引入 图 移 积 的 概 爹 . 
没 己 知 两 图 G, ,Gr Yt) = ivult!, vi ve | VE) = }u ,ws , 


…, 岂 下 ,我们 如 下 办 昨 一 个 图 G ,使 得 
VG} = [vo ,wo E VG) ,wv € V(G,}, 
在 局 中 项 (vw, ,vw ) 之 邻 项 集 为 
Nw Tw) = | ,oo 
E Mn UU lw wa NU 
fw ,vw ) vw EE Nv) ,wv E NCGv,™)!. 
则 称 习 为 G 与 G; 之 积 , 记 成 G= CC = 人 xl. 
例如 , 侣 ) = 二 站 1 ,G = 下 , 则 Gx G2 是 Ks; 见 图 5.27. 
在 上 面 讨论 过 鲁 例 子 中 . 若 用 15 ,ss ,sysiyssi 中 的 两 个 信 生 组 成 一 个 间 况 外 
传输 信息 ,最 多 能 用 万 几 个 词 才 不 至 于 发 生 错 乱 ? 这 只 需 考虑 圈 C= 81 835354 355 
的 平方 (=CxC 中 的 最 大 独立 集中 的 各 项 对 儿 对 应 的 词 ,类 似 地 可 用 (7 - 


5.6 Ramsey 数 * ]1li : 


5.27 
XOX Xx 的 最 大 独立 集 来 确定 由 个 信号 组 成 的 记 来 进行 信息 传递 ,以 免 
I 
发 后 错 乱 . 
5.6 Ramsey 数 


在 第 一 章 第 一 节 , 我 们 证 明 出 xr (3,3) = 6, 现 把 x(3,3) 扶 广 成 r(&) ,上 ，…， 
Rk ) ,m2,k, CN, 

定义 5,8 对 任意 取 定 的 m EN,m 这 2, 任 意 取 定 以 mm 个 自 煞 数 请 ,类 
， 为 分 是 的 向 量 (有 ,Re .加 果 对 KK 的 边 任 意 进 行 mx 过 着 色 ,- 定 存在 
一 个 同色 的 子 图 Ki ,i€ 1,2, rl, 的 最 小 值 称 为 zm 维 Ramsey( 拉 姆 赛 ) 数 ， 


记 之 为 r( 上 | ,本 2，… ,上 及。 ). 

对 于 2 维 Ramsey 数 >(&,z) ,上述 定 交 可 以 转述 成 下 述 等 价 的 形式 : 

任 给 自然 数 训 ,1 EN,rt 上 ,71) 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 的 自然 数 : 在 r( ,1 个 
质 的 图 中 ,含有 上 友 个 项 的 完全 子 图 或 者 ! 个 项 的 独立 集 . 

以 下 把 图 外 的 上 个 珊 的 完全 子 图 称 为 G 的 上 顶 团 ， 

平凡 的 Ramsey 数 有 (1,7)=r( 上 ,1)=1 ,7(2,7)= [rl&,2)= 点 ,而 且 显 然 
有 rt 人 ,站 = ri ,点 ) .1930 年 ,Ramsey 证 明了 Ramsey 数 的 存在 惟一 性 ,但 确定 非 
平凡 的 拉 姆 赛 数 却 成 了 数学 与 计算 机 科学 的 难以 攻 苑 的 集 便 1 下 而 给 出 Ramsey 
数 的 - -此 上 下 界 的 估计 . 

定理 $.12 点 与 | 是 不 小 于 2 的 日 然 数 , 则 

rk rk dt -1)+r(k -1,4t), 


基 rk, 一 1 与 rt 一 1,7) 比 为 偶数 , 则 上 式 中 的 等 号 不 契 立 . 

证 设 , VGG)| = 一 1)+r( 大 一 1,1),vE VCG). 巾 手 与 v 相 邻 的 硕 数 
加 上 与 w 不 相 邻 的 项 数 等 于 ( 关 ,一 1) +r( 一 1,71) 一 4 所 以 下 简 商 种 情形 必 发 
生 一 种 : . 
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【1) 存在 一 个 集合 SCV(G),w 与 $ 中 的 每 太 丝 不 相 邹 ,1 S| 宇 r{,/ 一 1). 

(2) 存在 一 个 集合 TCV(G),w 与 了 中 每 项 每 相 分 , :本 | 守 r(k--1,14). 

1) 战 立 时 ,G[S] 中 用 项 团 或 1 …1 独立 集 .于 是 G[SU 1%vi 中 有 项 团 或 
! 顶 独 立 集 ,这 时 G 中 用 顶 团 或 / 硕 独立 集 . 

2) 成 立时 ,GT] 中 有 站 一 1 顶 团 或 | 项 独立 集 . 于 是 G[ 个 U1v|] 中 有 上 上 硕 
团 或 ! 顶 独立 集 , 这 时 G 中 有 上 顶 轩 或 ! 项 独立 集 . 

由 上 述 结果 及 rl 上 ,i 站) 之 定义 得 

rik) rth— 11}+ FE — 1). 

车 1V0G)|= rf 一 1,2)+ rik 一 1) 一 1, 其 中 一 1, 站 与 rtk,i 一 1) 篆 
偶数 , 则 存在 一 个 u,d(wu) 是 偶数 ,这 基因 为 | V(G) ;是 奇数 ,而 奇 次 顶 的 个 数 是 
偶数 ,于 是 4 不 会 与 r{ 记 -1,7) 一 1 个 顶 都 相 邻 ,与 上 述 证 明 相 似 地 得 

rkRA) Erik -1)+r(k- 1,1)-1. 
从 而 
rigRA) < riklt-1)+rtk—1,t). 
证 毕 . 

由 rt, 站 的 定义 知 顶 数 比 +r( 吉 ,站 ) 再 少 就 是 既 无 不 质 轩 又 无 ! 顶 独立 集 的 图 
了 ,车 一 个 r(k, 门 -1 个 项 的 图 GG, 它 既 无 顶 团 亦 无 ! 顶 独立 集 , 则 称 G 为 (， 
1)Ramsey 图 . 

利用 定理 $5.12 以 及 相应 的 人 ,2 - Ramsey 图 可 以 “手工 地 求 得 一 些 Ramsey 
数 (RD). 

验证 一 个 图 既 无 上 顶 团 亦 无 ! 顶 独立 集 , 决 非 易 事 , 较 复杂 的 Ramsey 图 需要 
用 计算 机 来 验证 .下 面 我 们 验证 图 5.28, 图 5.29, 图 5.30, 图 5.28 显然 既 无 3 顶 团 
亦 克 3 项 独立 集 . 


5. 和 Rarrsey 数 .1]113 ， 


aa 一 一 一 一 一 . 


二 


>s 


< 
NY 


[+5 


了 


图 $. 30 图 5.31 


图 5.29 显然 可 以 画 成 如 图 5.32 的 形式 . 4 

图 5.29 中 的 图 G 是 三 次 正则 图 ,每 项 的 三 个 邻 顶 构 
成 -个 狐 立 集 ,所 以 此 图 中 不 会 有 一 角形 .不 然 , 三 角形 中 
一 硕 有 两 个 邻 项 也 在 此 三 角形 上 ,此 二 狂 顶 也 相 邻 ,与 任 
一 顶 的 邻 硕 形成 独立 集 相左 . ? 

由 对 称 性 ,我 们 假设 1 号 顶 参 加 组 建 最 大 独立 集 , 则 
2,5,8 三 个 硕 不 参加 此 最 大 独立 集 ,在 3,4.6,7 四 个 顶 当 
中 ,3 与 4 相 邻 ,6 与 7 相 邻 .所 以 3 与 4 只 能 有 一 个 参加 
此 最 大 独立 集 ,6 与 7 只 能 有 一 个 参加 此 最 大 独立 集 .可 见 
独立 数 是 3, 无 4 顶 独 立 集 . 至 此 验证 了 图 5.29 中 的 图 既 无 3 了 项 团 亦 无 4 需 独 

下 面 验证 图 5, 30 中 的 图 既 匹 3 顶 团 , 亦 元 5 项 独立 集 . 

欲 证 图 5.30 中 的 图 G 中 无 二 角形 ,只 需 证 明 其 任何 一 边 的 两 个 端点 无 公共 
邻 友 .由 G 的 对 称 性 , 边 有 两 种 ,一 种 是 周围 正 13 边 形 上 药 边 ,一 种 是 对 角 线 ( 见 
图 5.30), 显 然 这 两 种 边 中 任何 一 边 也 不 存 三 角形 上 上, 故 G 中 无 三 角形. 

下 证 G 中 的 最 大 独立 集 由 四 个 顶 组 成 . 

事实 上 ,G 的 每 顶 演 4 次 .由 于 没有 三 角形 , 故 任 -- 顶 的 4 个 邻 顶 构成 -个 独 
立 集 .由 此 图 的 对 称 性 , 任 -- 顶 v 的 邻 顶 位 于 顺 时 针 v 后 的 第 1,5,8,12 位 ,假设 
有 5 项 独立 集 ,我 们 在 它 的 每 个 硕 上 各 放 -- 只 黑色 棋子 ,其 余 各 顶 皆 放 一 只 白色 模 
子 . 沿 多 边 形 看 ,每 两 个 黑子 之 间 至 少 一 个 白 子 ,每 两 个 黑子 间 先 放 一 个 白 子 后 , 邦 
外 三 个 白 于 放 在 说 处 ”车 此 3 白 子 在 两 相 令 近 的 黑子 之 间 , 这 样 ,就 有 一 个 基于 ， 
顺 时 针 看 其 后 的 第 五 个 子 儿 也 是 墨 的 ,与 昧 子 们 构成 独立 集 相 违 , 部 图 5.33. 所 以 
存在 两 个 黑子 a 与 5, 它 们 之 局 从 两 个 白 子 , 顺 时 针 观 察 , 见 图 5.34, 如 果 5 的 领 


7 8 


图 5.32 


-。 114 ， 第 五 章 ”着色 理论 


Oo oo 


近 的 黑子 与 & 之 间 只 -个 白 子 , 则 出 现 黑 子 在 G 中 相 邻 的 矛盾 .可 见 5 后 ( 矿 时 针 
看 )} 全 少 两 个 白 子 六 ,六 连 排 . 但 这 区 出 现 图 5.35 所 示 的 艺 盾 ,种 实 下 , 道 时 针 方 
向 看 ,-… 顶 ”的 邻 顶 也 处 于 其 后 的 第 1,5,8,12 位 ,所 以 与 前 面 推理 -: 样 地 可 知 ， 
逆 有 时 和 针 看 a 后 至 少 连 排 两 个 包子 a ,a .这样 ,另外 三 个 黑子 间 只 能 惟 地 放 上 c 
与 了 .但 这 又 出 现 两 黑子 个 有 边 的 现象 ,与 黑子 们 在 独立 集中 了 矛 届 . 至 此 证 明 避 
中 无 五 个 项 组 成 的 独立 集 ， 


图 5.33 图 5.34 图 3.35 


1993 年 ,关于 拉 姆 赛 数 的 研究 获得 了 重大 突破 . 罗 彻 斯 特 理工 学 院 的 S.P. 
Radziszowski 和 澳大利亚 国立 大 学 的 B.D. Mckay 用 计算 机 求 得 rt4,5)= 25. 他 们 
的 证 明 相 当 王 一 台 标 准 电脑 11 年 的 计算 量 . 由 此 可 以 舍 订 ,用 手 和 笔 来 计算 
r{5,5) 等 更 大 的 Ramsey 数 , 慌 怕 是 不 明智 的 一 种 碍 望 ， 

多 牙 利 大 数学 家 下 尔 多 斯 (Erdass) 曾 经 用 下 面 的 比喻 来 说 明 求 取 拉 姆 赛 数 的 
困难 程度 :一 伙 外 星 强 盗 入 侵 地 球 , 威 及 入 类 说 , 若 在 一 年 内 求 不 出 (5,5) 的 值 ， 
他 们 将 灭绝 入 类 1 面临 此 种 危机 ,人 类 的 最 佳 选择 是 调动 地 球 上 所 有 的 计算 机 、 数 
些 家 和 计算 机 专家 ,日 以 继 夜 地 来 计算 r(5,5) ,也 求人 类 免 于 灭顶 之 灾 ; 如 果 外 是 
人 威胁 说 要 求 得 >(6,6) , 那 我 们 已 别 开 选择 ,只 有 同 仇敌 优 , 对 这 批 人 侵 者 进行 先 
发 制 人 的 打击 . 

求 +(4,5)=25 时 使 用 的 (4,5}Ramsey 图 如 图 5.36 所 示 , 它 是 用 机 器 证 实 不 
存在 4 项 团 亦 不 存在 5 顶 独 立 集 的 ,人 工 证 明 这 一 点 实 非 易 事 ! 

FK 而 利用 图 S.28 一 图 $.31 以 及 定理 5.12 来 确定 几 个 Ramsey 数 ， 

(1) 南 于 图 5.28 中 无 3 顶 团 与 3 顶 独 立 集 ,所 以 r(3,3) 之 6. 由 定理 5.12， 

r(3 .3 3,2) + r(2,3) = 2x3=6, 
所 以 得 到 
r(3,3) = 6, 
图 5.28 时 (3 .3)Ramasey 图 . 

(2) 由 于 图 5.29 中 既 无 3 顶 团 又 无 4 顶 独立 集 , 故 得 + (3,4) 洋 9. 由 定理 

5.12， 


5.6 Hatmsey 数 ，115 ， 


r(3,4) 去 r(2,4) 1 r(3,3) -| 
4+b6—-1= 9， 


所 以 得 到 
r{3,4) = 9， 
图 5.29 是 (3.4)Ramsey 图 . 
(3) 由 于 图 5.30 中 轻 无 3 项 财 亦 无 5 顶 独 立 集 , 故 得 x (3,5) 守 14. 由 定理 
5.12, 
rt3,5) < ra,S) + r(3,4) 
二 $+ 人 9 三 14， 
所 以 得 划 
rt3,5) = 14. 
图 5.30 是 (3,5)Ramsey 图 . 
(4) 由 于 图 5.31 中 既 无 4 顶 团 亦 无 4 预 独立 集 ( 请 读者 验证 之 ), 所 以 rr(4,4) 
之 18. 由 定理 5,12. 
(4.4) Er(3,4) + r{4,3) 
=9+9 = 18, 
所 以 得 到 
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图 5.31 是 {4,4)}Ramsey 图 ， 
经 过 70 多 年 的 努力 ,至 今 求 得 的 二 维 非 平 几 的 Ramsey 数 仅仅 9 个 ,它们 是 
rf3,3) = 6, rt3,4) = 090, r(3,5) = 14， rf3,6) = 18, 
r(3,7) = 23, ri3,8) = 28, rr(3,9) = 36, r+(4,4) = 18， 
r{d4.5) = 25. 
第 十 个 非 平凡 的 拉 姆 赛 数 尚 不 知 何 时 和 何 地 何人 给 出 ， 
对 于 较 大 的 & 与 1 ,我 们 难 求 得 rt ,i) ,但 可 对 其 上 上 下界 搞 一 些 和 估计 . 
定理 5,13 vr(k,i)SCii! (十 ! 人 >2) 
证 ”对 点 + 的 值 进行 数学 归纳 法 证 明 . 对 于 六 + /所 5, 由 于 rr(1,1)=rtk,1) 
=] ,rf 上 ,2) = 上 ,72,1) 二 4 显然 满足 不 等 式 (站 委 C 1;. 
很 设 对 5 过 mt+n,m,n 是 自然 数 , 定 理 $.13 已 成 立 , 往 评 对 r(f ma， 
#7 ) ,定理 仍 成 立 .事实 上 ,由 定 埋 5.12， 


rem mn) rtm no1)t+t rim — 1,n), 


由 归纳 法 很 设 ， 
rfmn CY,, rl(m- ln) Cts. 
于 是 
rim, nj) CE 十 Ce 3 
一 (mm ,. 

证 毕 ， 

定理 5.13 给 的 上 界 并 不 太 好 ,例如 

,3,90) = 36S0 .2 ,= = 1 =45, 误差 全 3 了 =25%， 

"(4,5) -25<0) ,= %655= 35, 误 差 2375 = 40% ,相对 误差 偏 大 ， 


人 匈牙利 著名 数学 家 厄 尔 多 斯 (Erd5s) 对 r( ,并 ) 给 出 一 个 下 界 估 计 . 
定理 $.14 rr(k,k)227(k>1). 
证 &=2 时 .入 =2.r(k)s=rf2,2)=2, 可 见 定 理 5.12 成 立 .下 面 讨论 


323 的 情形 ， 
设 局, 是 以 1v,,v;,…, v1 为 项 集合 的 图 给 成 的 集合 ,G 是 上 中 有 顶 团 的 


图 组 成 的 G, 的 子 集合 ， 


5.b Rarnsey 客 - 17 。 


由 于 每 对 项 vw .mw 之 间 有 两 种 选择 的 可 能 :u 与 vw 相 邻 或 vw, 与 和 不 相 郭 ,一 
共有 CC 个 顶 对 ,所 以 G, 中 图 的 个 数 为 


1 G6, | = 2 ( 甲 ) 
G, 中 有 某 个 指定 的 上 顶 团 的 图 的 个 数 为 2 .于 是 
| G* | C2 ( 乙 ) 
由 ( 甲 ) 与 ( 乙 ) 得 
如 果 nn<<23 ,由 ( 肉 ) 得 
人 (k 这 3). ( 丁 ) 


事实 上 , 当 &=3 时 ,4 1 V2< 才 .假设 = 时 ,5 < 二， 即 237< ml 
Erl 
_ 2 2 27:1.7I 
考虑 天 = n+ 1 的 情形 = nl nl (ntl1)’ ,由 归纳 法 假 度 ， 
2 ‘2 nl2 l 
< < 六 
即 


2 和 1 1 


从 ff 


由 数学 归纳 法 知 对 任何 自然 数 ,成 立 条 < 
由 ( 丁 ) ,Ge 中 图 的 个 数 小 于 GG, 中 图 的 总 数 之 半 . 
又 不 难看 出 
GCG = CE GG|, 
又 图 中 有 团 G' 当 且 仅 当 G 的 顶 集 是 该 图 补 图 的 独立 集 , 故 有 此 顶 独立 集 的 图 在 
CG 中 不 过 半 . 既然 C, 中 有 * 顶 园 的 图 与 有 顶 独立 集 的 图 都 不 过 半 , 即 图 的 顶 数 
小 于 入 (23) 时 , 必 有 一 图 G6E G, ,Go 既 无 & 顶 团 亦 无 k 顶 独立 集 , 所 以 


r(k,k) 224, 
让 毕 ， 
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由 定理 S$.14 立即 可 得 估计 式 
让 下 27, (成) 


其 中 mnlk,i! ,kk,! >1. 


例如 r(4,5)=25, 而 由 ( 瞩 ) 得 r(4,5)32232 =4, 此 下 给 4 与 r(4,.5) 的 真 值 25 

相去 甚 远 ! 定理 5.14 给 出 的 下 界 偏 小 .对 于 r(3,9)= 折 ,用 定理 5.14 得 
(3 ,9 2 2 ,1(3,.0) 2 3, 
(36 3)= 36=92% ,相对 误差 的 % 以上. 

下 碳 讨 论 关 于 高 维 ( 阶 )Ramsey 数 的 舒 尔 (Schur) 定 理 及 其 应 用 . 

定理 5.15 令 =1t3.3,…,3), 括 号 内 有 个 3, 把 集合 11.2,3,…' ,ri 划 
分 成 个子 信 51,S;… ,5S,: 则 存在 记忆 站,2,…,n| ,使得 S,， 中 有 方程 x++ y= 
z 的 根 . 

证 以 11.2、… ,| 为 顶 集合 构 作 完 全 图 G = K，, 再 用 ”种 颜色 1,2,…,n 
对 图 局 的 边 进行 着 色 , 仪 当 wlES, 轩 , 边 wvE& RK. 着 以 i 全. 由 ,=r(3,3， 
一 .3) 的 定 关 ,GG= 天 中 必 出 现 问 色 - 阶 图 woron , 即 wv vrwuEE(K,,), 则 这 
三 条 边 同 色 , 设 它们 被 染 成 襄公 , 则 :一 wi ,lv 一 er| ,| we 一 点 | ES, ,人 不妨 设 六 
人 于 是 D, ,月 .rn yo， 
站 站 满 里 To We zu 全 3,, 是 方程 T+ y= 的 根 .证 毕 . 

例 5.7 把 11,2.3,4,S.61 任 意 划分 成 两 个 集合 , 则 这 两 个 集合 之 中 必 有 一 个 
集合 售 有 两 数 及 其 益 . 

证 r;=rft3,3) =6, 出 Schur 定理 (定理 5.15) ,在 例 中 所 述 的 两 个 集合 中 必 
有 一 个 集合 S,S 中 有 二 个 数 r,vvz ,满足 rzr+y=z 即 r=z-y 于 是 S 中 含有 
两 数 : ,vy 及 其 差 .让 毕 . 

例 5.8 平面 上 的 六 个 点 中 任 二 点 毕 是 一 个 不 等 边 二 和 形 的 三 个 顶点, 则 在 
以 这 些 点 为 顶点 的 一 切 二 角形 中 必 有 一 个 三 角形 , 它 的 最 短 边 是 男 一 个 三 角形 的 
最 长 进 . 

证 ”把 题 中 所 述 的 每 个 :角形 的 最 短 边 丝 染 成 红色 , 剩 下 的 边 染 成 绿色 . 由 于 
r(3,3)= 昌 ,所 以 在 以 此 六 个 点 为 项 集 的 K。 中 必 出 现 同色 三 角形 .但 每 个 三 角 展 
每 有 最 短 边 , 它 已 按 规定 染 成 了 红色 ,所 以 上 述 同 色 二 角形 是 红色 的 , 它 的 最 长 边 
也 是 红色 的 .根据 规定 ,此 红色 最 长 边 由 于 是 甸 一 个 三 衣 形 的 最 短 边 才 歼 得 红色 
的 ,所 以 造成 一 个 三 角形 的 最 钴 边 是 男 一 个 三 骨 形 的 最 长 边 的 现象 ,证 毕 . 

从 工 面 两 个 例题 中 ,我们 欣赏 了 Ramsey 理论 是 如 何 简洁 有 力 地 把 一 些 偏 、 
难怪 的 问题 论证 得 十 分 严格 .很 难 想 出 一 个 别 的 证 法 把 上 面 这 两 个 例题 证 明 得 如 


此 干净 利落. 

回 庄 秀丽 的 Ramsey 图 , 社 斧 活动 (相识 与 耕 ) 等 实际 背景 各 求 Ramsey 数 的 非 
平凡 的 难度 对 数学 科学 与 计算 机 科学 的 挑战 ,是 Ramsey 回 题 之 所 以 成 为 离散 数 
学 洗 中 最 受 人 青睐 的 原因 . 

英国 科学 家 拉 刚 赛 (Ramsey,1904 -19 和 0) 本 人 不 仅 是 数学 家 ,向 且 症 经 济 学 
家 和 哲学 家 .1923 年 他 在 伦敦 数学 会 官 读 了 一 箱 数 学 奇 文 ,提出 求 Ramsey 数 的 数 

学 难题 ,1930 年 因 腹 部 手术 失败 而 谢世 ,人 :年 仅仅 26 岁 ! 但 他 的 关于 拉 姆 赛 数 的 
理论 却 永 泽 数学 界 . 科 学 界 公 认 ,如 果 … 定 要 从 离散 数学 中 选 - -项 最 水 帝 的 成 就 ， 
那么 我 们 将 会 投 Rarmsey 理论 的 肾 . 

用 两 种 颜色 对 完全 疼 的 边 上 色 , 对 一 条 边 上 何 种 颜色 ,完全 是 随机 的 ,但 是 只 

要 这 个 完全 图 的 顶 数 不 少 于 (天 , 则 - 定 会 当成 一 个 同色 的 有 顶岗, 在 七 述 上 
色 过 各 中 尽管 我 们 的 行为 是 目的 ,并 未 为 染 出 一 个 同色 的 KK, 而 萎 意 去 做 什 
么 ,后 果 却 是 必然 地 要 出 现 同色 K, , 匹 序 无 意 的 行为 产生 了 有 规律 的 后 果 , 这 -- 数 
学 结论 中 含蓄 的 哲理 外 是 附 . 人 人 才 昧 . 

时 前 Rarnswy 数 中 首当其冲 的 问题 是 ($5,5)==? 

善 色 问题 的 理论 与 应 用 , 肉 容 之 于 窗 、 之 精彩 ,使 它 成 了 图 论 中 最 为 重要 的 篇 
意 之 一 ,与 之 相关 联 的 还 有 独立 集 、 支 配 集 与 禾 盖 集中 的 概念 、 理 论 与 应 用 .al()， 
BCG),Y() 的 求 得 和 色 数 的 求 得 - 样 地 困难 ,日 前 篆 无 有 效 算法 ! 4(X 为 点 的 
手 涉 证 明和 关于 颜色 多 项 式 的 Read 狂想 等 尚 待 解决 ,凡是 与 着 色 泪 边 的 问题 小 心 
它 必 能 很 礁 , 介 十 一 定 十 分 有 都. 

习 题 

1. 求 #5 项 轮 的 边 色 数 . 

3, 给 出 求 “分 图 正常 总 进 着 色 的 算法 ， 

4 证 明 : 若 一 分 图 的 项 之 最 小 次 数 为 6>0, 划 对 此 图 边 进行 8 着 色 时 ,能 使 每 大 所 关联 的 
边 中 许 州 现 全 种 颜色 . 

4. 求 区 区 林政 

5 证 明 : 若 局 是 疝 数 个 项 的 有 边 正 则 图 , 负 GG 是 第 二 类 图 . 

6 证明 :若是 无 环 单 图 ,v=2n + 1,e > nA4, 其 中 v 基价 数 ,e 是 边 数 ,4 是 融 的 最 大 次 
数 , 则 局 是 第 一 类 的 图 . 

了 图 忆 的 任何 隔 种 * 边 正常 善 色 对 边 集 合 的 色 划 分 (EF, 上;,… ,Ei) 蚌 一 样 的 , 则 称心 是 
惟 -正常 边 可 着 色 图 ,求证 惟 止 常 3 边 可 着 色 的 3 次 正则 图 中 有 一 个 含 该 图 一 切 顶 的 轩 . 

8 有 了 名 老师 aa 03:12 个 班 如 ,yyu, 算 阵 太 的 号 元 素 a, 是 教师 .r, 对 
得 :周二 课 的 节 数 : 


3 23333333333 
3 
505500505055| 
A= 242424242423| 
352203144325 
‘sso00ssosossal 
034343434330 

计算 ;一 大 应 分 几 节 课 ? 若 每 天 8 节 课 ,和希 用 几 间 教室 ? 


9. 证 明 下 列 不 等 式 : 

(Yr Ont, 2 2 [e+ (3 rl7. 

10. 车 G 是 无 环 图 ,其 顶 的 最 大 次 元 为 4, 则 存在 次 正则 图 ,以 为 子 图 . 

11. 永 证 ; x (GX K3) = ALG XK;) 

12， 试 叙述 -个 单 图 的 A+ 1 正常 醒 着 色 的 算法 . 

13. 若是 单 图 G 项 的 最 小 次 数 ,证 明 : 若 3>1 则 存在 3- 1 边 着 色 ,使 与 每 项 关联 的 边 中 
有 5 1 种 颜色 . 


2 
4. 戎 后 是 单 图 ,求证 :X(G)2-r 5 其 中 wu 一 1YCG)1， e= |E(C),. 


15. 设 图 台中 任 一 奇 团 丝 有 公共 顶点 , 则 x{ GG) 志 5. 
. 设 图 避 的 次 数 序列 为 z1 ,di,…,d,, 朋 此 序列 单调 下 降 ,中 4 之 4; 实 … 宇 d,, 则 
(OG) EE maxminld, 十 于 ii， 


17. 设 图 G 中 |E(G) 1 关 作 , 则 x(0) 扩 v2e1 ,其 中 iy 2e1 基 v2e 的 最 小 整 二 界 . 
8. 求证 yx(CJ+ YLG sr+1, 其 中 人 是 图 G 的 补 图 . 
19， 如果 图 G 的 任 -- 真 子 图 妃 攻 有 Y(B)<Y(G), 则 称 避 是 色 临 界 图 ,xzCG)=A 时 ,基站 
是 色 临 界 图 , 则 称 (是 色 临 界 图 .求证 : 仅 有 的 1 色 临 界 图 是 兵 ,公有 的 2 色 临 界 图 是 K; , 仅 
有 的 3 色 临 界 图 是 阶 奇 图 ,上 :>3 
20. 求 PCC, 上),G 如 图 5.37 所 示 . 
21. 若是 n 阶 轿 , 求 PLC .8). 
22, 若 避 是 za+1 顶 轮 , 求 PiG ,上 ). 
23. 车 GH= KK ,其 中 号 与 如 是 单 图 ,求证 
PIGU HA x PCGMN HK) = PIG) x P{H,R). 
24. 颜色 多 项 式 的 实 根 是 否 能 大 于 图 的 项 教 ? 为 什么 ? 
25. 上 是 -个 上 元 素 集 全 ,把 A 的 每 个 子 集 用 有 个 分 
量 的 0.1 向 全 a 来 表示 ; 设 A= jia,as, "a, | ,一 - 子 集中 合 
图 5. 37 有 元 案 oa , 刚 a 的 第 i 分量 联 1 ,否则 取 旭 ,以 所 有 的 0-1 问 量 
a 为 项 集 , 仅 当 上 述 的 两 个 向 量 只 有 -一 个 同位 分 量 相 异 时 ,在 此 二 顶 间 连 一 边 ,得 到 的 图 叫做 x 
维 并 方术 图 . 
冲 : y(n 维 立 方 体 出 )= ”x'{n 维 立 方 体 图 }=? 


pk 
Lm 


jh 


--- 一 一 CCC- 


26, 若 PG) = Ptk)( 上 一 5), 其 中 Pt) 有 | VG)1 一] 次 多 项 式 , 证 明 或 反 驱 ; 是 平 
面 图 . 

27， 证 明 或 反 驶 ; 营 心 是 偶数 个 项 的 正则 图 , 则 G 一定 是 第 二 类 图 . 

28, 设 ,。 是 满 是 下 列 条 件 的 最 小 整数 :把 11,2,…, si 皇 划 分 成 nn 个 子 柴 后 ,总 有 一 个 子 集 
中 会 方程 x + y= x 的 根 , 求 #5,'; ,5; 是 名 少 ? 


29. 求证 ;00) 5 这 3 1,02)s 产 广 ( 和 + 中 ,3)% 关 了 (27(3)" ?+1 


30. 1976 年 国际 中 学 生 奥 林 巨 克 数 学 竞赛 决赛 中 有 如 下 试题 : 

一 个 国际 会 议 , 有 #6 个 国家 的 1976 位 人 士 组 成 ,大 会 对 每 位 与 会 者 任意 编 -号码 ,号 但 从 1 
编 到 1976, 则 至 少 存在 -- 人 ,其 号 码 是 其 某 同 胞 号 码 的 2 悦 或 其 两 同胞 号 玛 之 各， 

试 证 明 此 题 , 甘 讨 论 ; 

(1) 把 1976 变 小 是 否 上 述 命 题 仍 成 立 .19756 最 小 可 改 成 名 少 ? 

{2) 车 只 有 364 人 时 ,可 和 否 有 一 种 编码 上 方法 ,使 上 述 同 胞 号 码 关系 不 出 现 ? 如 乐 有 ,至 么 总 


31， 求 a( 单 星 妖 翌 ),B8( 单 星 婚 尾 ). 

32. 求 ef 维 立 方 体 ), Pt 维 立 方 体 ). 

33, 求证 :对 G 的 任 子 图 思 ,o( 时 ) 之 子 |1V(H)| 当 且 仅 当 G 是 二 分 图 ， 

34. 求证 rk 人 =r{l,k). 

35, 每 个 独立 集 是否 可 以 扩张 成 最 太 独 立 集 ”每 个 覆盖 集中 是 否 含有 最 小 覆盖 集 ” 

36， 对 任 给 的 自然 数 ,可 以 找到 -个 图 GG, 使 得 G 中 的 一 个 支配 集中 含有 个 极 小 支 


37. 求 国际 象棋 盘 上 的 "与 图 "车 图 "的 afG) 与 BCG) 所谓 马 图 是 指 以 全 个 格子 为 顶 集 ， 
仅 当 马 可 出 甲 格 一 步 跳 到 乙 格 ,此 二 格 相 应 的 项 相 邻 这 样 的 图 ,车 图 可 类 但 定 艾 ， 
38. 若 心 是 无 公共 顶 的 完全 图 之 并 的 充分 必要 条 件 是 


AR 1 
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第 六 童 Euler 图 和 Hamilton 图 
6.1 Euler 图 


本 市 把 由 七 桥 问 题 引 出 的 赔 论 问题 讲 清 楚 ,系统 地 回答 在 -个 图 上 旅游 ,能 否 
一 次 人 忻 地 行 遍 所 有 的 边 等 有 大 问题 

定义 6.1 在 图 G 中 含 - 切 边 的 行 迹 叫 敌 Euler 行 迹 , 含 一 切 边 的 闭 行 迹 叫 
术 Eecr 回路 ,着 旧 中 存在 Euler 回路, 则 称 局 为 Euler 图 . 

例如 反 , 是 Euler 图 ,事实 上 图 6.1 上 有 一 条 Euler 回路: 

12345135241. 
而 单 显 妖怪 不 是 Euler 图 ,道理 与 七 桥 问 题 相似 ,因为 单 虱 
妖 样 足 王 次 在 则 图 ,每 硕 都 紧 奇 次 的 . 任 取 项 wE V( 单 
星 妩 怪 ). 由 王 oz 一 3 则 不 可 做 为 Euler 回路 的 起 
点 . 举 实 上 从 亏 起 ,先是 出", 之 后 某 时 刻 是 * 间 ,最 后 以 
“出 " 竺 终 , 让 遍 了 与 vw 关联 的 边 , 不 可 能 返回 vw 硕 了 . 

定理 6.1 对 于 连 遂 图 GG,(1)G 是 Euler 图 的 充分 必 
要 条 件 是 YWvEV(G),d(wv) 是 偶数 ,(2)G 是 Euler 图 的 
充 点 笨 件 是 可 表 成 无 公共 边 的 圈 之 并 . 

证 ” 姐 果 连通 图 如 是 Fuler 网 , 设 克 是 右 中 的 Roler 回路 ,网 每 个 项 ww 必 在 
WW 上 出 现 , 若 沿 环行 进 遍 历 了 所 有 的 边 立 丘 再 回 到 出 发 硕 , 则 每 项 这 是 " 进 本 
“出 "的 次 数 . 样 多 .对 于 顶 这 进 " 与" 出 "之 和 即 为 do 可见 dtvw) 是 偶数 . 

如 果 连 通 图 6G 的 每 所 和 缘 偶 次 ,由 于 树 有 1 次 项 , 故 G 不 是 树 , (; 上 有 贰 . 设 
0 是 个 中 的 圈 , 考 虑 如 | = -ECO). 车 GG 中 无 边 , 则 GG= CC. 椒 然 ,G| 中 存 
在 一 个 每 项 皆 介 次 的 连通 片 CC 上 有 有 了 疼 CC ,考虑 =G -ECD 下 (tC,). 
依 此 递 椎 ,有 限 次 之 后 可 得 匹 边 图 Cr =G-UECC) 及 ECOCInECC ) 
= 好. 六 即 避 是 无 公共 边 的 圈 之 并 . 

若 C 是 # 个 两 购 无 公共 边 的 图 之 并 , 即 荐 G= UCE(CCD)mECG = 好 
直 }, 若 n=1, 则 显然 是 Euler 图. 蔡 n 实 2, 由 GG 的 连通 性 ,存放 两 个 有 公共 顶 
的 圈 ,不 妨 设 它们 是 0 与 0, ,于 是 CUC, 蚌 闭 行 迹 , 再 由 5 连通 ,还 会 存在 一 
个 圈 Ca 与 UC 有 公共 磊 ,0 UCUC, 是 闭 行 迹 . 依 此 类 扒 , 得 CU C: 


| 时 6.1 


6.1 Euler 图 ，123 。 


UU…Ue, 是 闭 行 迹 , 即 UC;U…UC, 基 GG 的 Euler 回路,G 是 Euler 图 .至 此 
证 出 对 于 连通 图 G: 

G 是 Euler 图 一 6 中 每 项 皆 偶 次 之 妨 可 以 表 成 无 公共 和 按 的 图 之 并 人 一 王 是 Eu 
ler 图 ,证 毕 . 

有 的 图 虽然 不 是 Euler 图 ,或 它 不 连通 ,或 它 有 奇 次 硕 ; 但 若是 连通 图 , 虽 有 奇 
次 顶 , 人 可 能 次 性 廊 上 记 它 的 边 ,只 大 不 能 回 到 出 发 的 顶点 ,这 种 可 一 次 性 行 遍 一 
切 边 的 图 叫做 可 一 笔画 的 图 .例如 ,图 6.2 是 可 以 一 笔 涟 的 图 ,而 图 6.3 不 是 可 一 
笔画 的 图 (每 个 线段 的 端点 为 图 的 顶 ). 对 于 图 6.2, 仅 有 两 个 奇 次 硕 。, 从 右上 角 
的 。 顶 沿 对 角 线 行 至 左下 角 的 ，。 顶 ,把 一 路 上 用 过 的 边 从 图 中 删 去 , 则 得 到 一 个 每 
项 玄 倡 次 的 连通 图 上 .由 定理 6.1,G 是 Euler 图 ,6 有 Euler 回路 W' ,从 左下 骨 
。 出 发 沿 W' 遍 历 W' 上 的 边 再 同 到 左下 角 。 顶 ,这 样 前 后 的 行为 即 晨 从 右上 角 。 
顶 出 发 每 边锋 通过 一 次 行 至 左下 骨 的 ， 顶 ,可 史实 现 了 图 65.2 上 的 一 笔 甸 .和 而 图 
6.3 上 有 四 个 青 次 硕 。, 不 可 -笔画 ,道理 由 下 而 的 定理 来 江 盟 . 


定理 6.2 连 弟 图 6 中 有 Euler 行 迹 当日 仅 当 太 中 至 多 两 个 奇 次 山 . 

证 ” 若 连 通 图 G 中 无 奇 次 项 ,由 定理 6.1.G 是 Euler 图 ,有 闭 的 Euler 行 迹 ， 
当然 有 Fuier 行 迹 . 若 G 中 有 奇 次 项 ,至 多 两 个 奇 次 顶 . 堵 就 是 恰 两 个 奇 钦 项 由， 
ww ,因为 疼 中 奇 次 硕 个 数 是 偶数 ,二 是 G1 = G+ ww 每 硕 狐 俩 次 , G 是 Euler 
图 ,G 有 Euler 回路 WW -ww 即 划 中 的 Euler 行 迹 . 

反之 , 若 连 通 图 (; 中 有 Kuler 行 迹 W, 若 W 是 闭 行 迹 , 则 镀 是 G 的 Euler 回 
足 ,G 是 Euler 图 ,由 定理 6.1,G 无 奇 次 质 ; 若 WW 不 是 闭 行 迹 , 则 W 的 起 上 项 ui， 
u 是 6 中 仪 有 的 两 个 奇 次 项. 事实 上 ,这 时 G+ uv 是 Euler 图 ,每 顶 皆 偶 次 ,可 
见 在 C 中 afa)5 eta ) 是 奇数 ,而 其 他 项 在 G 中 和 皆 偶 次 .证 华 . 

定理 6,1 与 定理 6.2 是 七 桥 洁 是 无 解 的 理论 根据 . 

关于 欧 拉 图 , 尚 有 一 些 理论 问题 搞 不 清楚 ,例如 ,我 们 知道 Euler 图 可 以 表 成 
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一 -一 一 一 一 - -一 一 一 - | 一 -~~ 


无 公共 边 的 圈 之 并 , 对 于 任 给 定 的 Euler 图 , 它 表 成 几 个 图 的 并 ”对 于 平面 Euler 
图 如 ,由 于 | 和 3|VIG): -6, 而 每 个 图 至 少 一 条 边 , 故 G 至 多 用 


地 [31V(G)1-6]= 1V(G)》 -2 个 无 公共 边 的 圈 即 可 并 成 ,但 非 平面 Euler 图 ,是 


否 也 可 以 表 成 不 超过 该 图 项 数 减 2 个 围 的 并 呢 ? 此 问题 至 今 无 人 证 明 或 反 驱 ， 

例 6.1 多 米 诺 骨 有 牌 对 环 链 游 戏 

多 米 诺 上 骨牌 对 是 两 块 正方 形 骨 有 牌 拼 贴 在 一 起 形成 的 -- 个 定形 块 ,每 个 正方 形 
上 肇 有 0 和 1 个 “点 "到 6 个 点 , 共 七 种 .每 只 骨牌 对 上 的 点 数 相 异 , 试 构 造 最 大 的 
叔 牌 对 环 链 , 使 得 其 上 每 两 个 靠近 的 骨牌 对 靠近 的 点 数 一 样 ,日 骨牌 对 两 两 相 异 . 

解 以 10,1,2,3,4,5,6| 为 顶 集合 构 作 K;. 如 图 (a), 把 此 K; 的 每 条 边 视 为 
一 个 骨牌 邓 斤 , 边 之 端点 即 骨 牌 对 儿 两 端的 "点 数 ”. 于 是 叮 知 不 同 的 骨牌 对 共计 


于 >x 7x6=21 种 ,可 见 最 大 骨牌 对 环 链 十 骨牌 对 的 个 数 不 超 过 21 个 . 


K; 每 硕 皆 6 次 ,是 Euler 图 , 它 有 Euler 回路 
01234536053164204132630 
相应 的 最 大 环 链 如 图 5 有) 
这 种 最 大 环 链 不 是 惟一 的 ， 
0123456036251402461330 
也 是 KK; 的 一 个 Euler 回路 , 仿 上 记得 与 之 相应 的 男 一 环 链 ， 
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例 6.2 山 nn 边 形 及 n 3 条 在 ” 按 形 内 不 相交 的 对 角 线 组 成 的 图 形 称 为 一 
个 三 按 开 的 前 分 图 .求证 当 虽 仪 当 3| 时 (3 可 除 尽 wn) ,存在 一 个 痢 分 图 是 Eul- 
TT Es 

证 ”首先 证 明 剖 分 图 作为 平 而 网 的 平面 其 人, 每 个 有 界面 是 半角 形 . 

用 数学 归纳 法 让 明之 . =3 时 ,命题 显然 成 立 . 假 设 3 宏 ” 委 (Rs23) 时 ,命题 
已 成 并 ,考虑 n= 训 +1 的 情形 , 对 凸 多 边 形 进行 痢 分 时 , 画 上 第 一 条 对 基线 把 站 多 
边 形 前 分 成 芮 个 小 西 多 边 形 ,它们 的 质数 都 不 大 于 才 . 由 归纳 法 假设 ,这 两 个 小 凸 
客 边 形 的 剂 分 图 的 每 个 有 界面 皆 三 角形 ,所 以 n= 二 上 +1 时 ,原来 的 上 晤 多边形 的 误 
分 图 的 等 个 有 界面 也 皆 三 角形 ,命题 得 证 . 

下 证 例 6,2 的 充分 性 , 即 已 知 3|2 ,求证 存在 剖 分 图 C, 它 的 每 项 皆 偶 次 (连通 
性 是 显然 的 ) ,也 用 数学 归纳 法 来 证 . 

mr =3 时 ,命题 成 立 . 假 设 3Sa 之 3 时 ,命题 已 成 这 ,考虑 二 3 十 3 二 之 1 
没 AABC 是 n =3k 时 的 每 顶 名 侦 次 的 剖 分 图 上 的 一 个 二 角形 , 目 AC, BC 是 凸 多 
边 形 的 邻 边 .把 折线 ACB 变 成 折线 AC"EDC”B 使 原来 的 3& 条 边 的 态 多 边 形变 成 
3k& +3 条 边 的 吓 多 边 形 , 见 图 (a). 再 连接 BC', BD 与 CD, 则 这 个 3&+3 条 边 的 
出 多 边 形 俏 变 成 剖 分 图 ,日 冬 硕 皆 偶 次 . 举 实 上 dtA) 不 侄 ,d (C1)= dtD)=4， 
EE)= d(C =2,.44B) 增 加 2. 所 以 存在 n=3k+3 的 剖 分 图 ,每 项 名 偶 次 ,日 是 
连通 图 , 黎 为 Euler 图 . 


[一 > 
图 1 
最 后 证 必要 性 ,再 用 数学 归纳 法 . 


=3 时 ,命题 显然 成 立 .假设 3 胺 < 3 人 >2) 时 , 若 存 在 每 顶 芭 偶 次 的 诈 分 
贸 , 则 有 31n; 考 厅 3& 夺 nn 达 3k+3 的 情形 ,这 时 此 2 边 形 
记 成 4 AAA ,不妨 设 A1A; 是 一 条 对 角 线 , 见 图 
(8), 则 A 有 A; 不 仅 是 会 A1A2A; 的 一 条 边 , 也 是 另 一 个 
从 A 有 A, 的 一 条 边 .由 于 剖 分 图 每 项 和 绽 偶 次 ,所 以 站 鱼 0 
i4,n| ,4 达 1 芝 .事实 上 , 若 i 二 4, 则 dA)=3,1=n,， 
dA,)=3, 此 与 4(3) 二 d(x) 三 0(modz) 玉 朱 . 

由 于 在 此 齐 分 图 中 , 由 矶 多 边 形 AyA4*… A, 与 外 (2 
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六 及, 01 太太 1 对 应 的 两 个 子 剖 分 图 的 每 天 丝 侦 次 ,这 两 个 子 图 的 顶 数 分 别 为 : 一 2 
和 mn -i+2, 由 归纳 法 假设 有 
3ltr 一 2 3|1{tn-i+2), 
所 以 
31[ 人 -24 一 了 +2)]， 
即 3|2 .证 毕 ， 


6.2 中 国 邮递 员 问 题 


中 国 邮 递 员 问题 fehinese postman problem) 也 称 中 国 邮 路 问题 ,是 我 国 数学 家 
管 梅 谷 于 1960 年 首次 提出 的 ,引起 了 世界 不 少数 学 家 的 关注 ,例如 1973 年 匈牙利 
数学 家 Edmonds 和 Johnson 对 中 国 邮 路 疝 题 提供 了 -一 种 有 效 算 法 . 

这 个 问题 的 实际 模型 是 :一 位 邮递 员 从 邮局 选 好 邮件 去 投递 ,然后 返回 邮局 ， 
他 必须 经 过 由 他 负责 投递 的 每 条 街道 至 少 一 次 ,为 这 位 邮递 员 设计 -~ 条 投递 线路 ， 
使 其 耗 时 最 少 . 

二 述 中 国 邮 和 瞩 问题 的 图 论 模型 县: 

任 给 定 一 个 图 ,对 EC(G) 加 权 , 即 对 每 个 eEE(G), 任 意 指 定 一 个 非 负 实数 
wt{e), 求 G 芍 - -个 含有 一 切 边 的 回路 人 W ,使 得 W 的 总 权 


ee) = min., 


如 果 已 是 Euler 图 , 则 所 求 的 中 国 邮 路 W 就 是 一 条 Euler 回路 ,1921 年 ,Fle- 
wry 给 出 冰 Euler 图 G 中 … 个 Euler 向 路 的 算法 ,值得 指出 的 古 ,即使 已 知 G 是 
Euler 图 ,如果 没有 - 定 的 路 线 遵 循 ,也 不 是 漫不经心 就 可 以 找 出 它 的 一 个 王 uler 
回路 的 .例如 图 6.4 是 Fuler 图 , 设 从 vw 始 , 寻 找 一 条 Euler 回 咎 ,如果 开始 三 步 是 


| 


[a 
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vivsv22| 就 失败 了 ,因为 回 到 wv, 之 后 发 现 左 侧 的 KK; 上 的 边 还 没有 用 过 ,而 中 
的 美 联 边 已 全 用 过 ,不 能 从 2 再 去 通过 左 侧 那些 未 用 过 的 边 了 {注意 每 边 只 能 用 
一 次 ), 究 其 失败 的 原因 ,是 因为 用 了 mw um 边 之 后 ,在 末 用 过 的 边 们 导出 的 子 图 
上 ,vs wy 是 桥 , 提 前 过 桥 vw 的 后 果 是 断 了 去 左 侧 K; 的 后 路 ,这 里 的 教训 是 , 非 
必要 时 ,不 要 通过 未 用 过 的 边 的 导出 子 图 的 桥 ,根据 这 一 恩 路 ,Flewry 设计 了 如 下 
求 Euler 回路 的 有 效 算法 ,代号 FE 算法 . 

Fk 算法: 

(1) YE VO), 令 Wo = vn. 

(2) 设 行 迹 W, = vo vv 已 选 定 , 则 从 (GG) -CW) 中 选 一 条 边 .1， 
使 得 。 ,与 mw 相关 联 , 及 非 必要 时 ,e ,1 不 要 选 局- 开 (W) 的 桥 . 

(3) 反复 执行 (2) ,直至 每 边 e€ (GG) 茵 人选 为 止 . 

FE 算法 是 有 效 算法 ,其 时 间 复 杂 度 是 Ot IE(G)'). 

用 FE 算法 在 图 6.4 中 可 选 得 Euler 加 路 ; 

W = wo Us Ug UT UF Us UT Uy Us CF DI UL. 


-个 算法 是 否 能 够 如 愿 , 邵 是 得 正确 是 需要 证 明 的 ,FE 算法 的 正确 性 证 明 


如 下 ， 

定理 6.3 苦心 是 Euler 图 .FE 算法 终止 时 得 到 的 W 是 Euler 回路 ， 

证 邻 避 是 Euler 图 ,W, = pm an 是 FE 算法 终止 时 得 到 的 行 迹 , 由 算 
法 知 zo 在 CG -上 (W,) 中 的 次 数 为 鹤 , 显 然 w = wo. 于 是 W, 是 G 的 一 条 闭 行 迹 . 
下 证 W, 就 是 G 的 Euler 回路 . 反 证 之 ,车 W, 不 是 G 的 Euler 同 路 , 设 Vi 是 CG~ 
E(W,) 中 次 数 非 零 的 项 组 成 的 顶 子 集 , 容易 看 出 Vi 了 3, 目 wv Vi. 令 VW= 
VG) 一 VW, 则 EVV; 设 mw 是 wv Vi 而 wi1€ Vy 的 wv 的 下 标的 最 大 值 , 见 
图 6.5, 由 于 W, 的 终点 在 Vi 中 ,于 是 eti 是 一 (W) 的 桥 , 设 e 是 (3 一 
ELW, ) 中 与 wv 关联 的 边 .是 ce 了 ei1 ,由 算法 知 e 为 GE(W) 的 桥 , 故 e 也 是 
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VV 在 GE(W) 中 导出 的 子 图 G。 的 桥 . 设 G, 是 V 在 6G-E(CW) 中 导出 的 
子 图 , 则 G, = G, .于 是 G, 每 顶 皆 偶 次 ,G,, 中 无 桥 ,与 e 是 后 。 的 桥 了 矛盾 .证 毕 . 
下 面 讨论 加 权 图 G 中 有 奇 次 顶 时 中 国 邮 路 问题 的 解法 .这 种 情形 有 的 边 不 得 
已 要 遵 过 至 少 随 次 ,哪些 边 婴 通过 不 止 一 次 才能 使 得 完成 捞 递 的 时 间 最 短 呢 ?让 
我 们 通过 一 -个 实例 来 探讨 这 一 问题 . 
在 图 6.6 中 , 边 汶 写 的 是 权 wrte). 


(1) 在 图 6.6 中 , 奇 次 顶 集 为 
Vo = [vs ma 3s Val. 
(2) 在 V 中 ,每 对 项 的 距离 为 (Dijkstra 算法 去 求 ); 
d(vi,t) = 4, duuw) = 3, d{wv, wu) = 2, 
diw ,v3) = 3, dlvt) = 5, fray mn) = 3 
(3) 构 作 完全 加 权 图 K, ,VC(K,) = | vv Wa， 
v4| , 边 权 Wo = dv ,vy ) ij Tij 人 S44; 见 
图 6.7. 
(4) 求 (3) 中 KK, 的 最 佳 (总 权 最 小 ) 的 完备 下 怒 
M, 


M = fv wa Wa V3 
(5) 在 G 中 求 得 vw 与 v4 间 最 短 轨 P(v ,vi)= 
图 6.7 UI HY 和 与 UT 间 最 短 轨 P(vwi ,v3) = vi ua vi, 


6.2 中国 邮递 员 问 题 129 


(6) 在 Cr 中 祝 呈 (mn ,4 )》 本 Pfz ,vi) 把 边 变 成 同 权 “和 售 边 ", 见 图 6.8. 


(7) 在 Euler 图 6.8 上 用 FE 算法 求 得 一 条 Euler 回路 
W = vu Ua Ua 0 OU HI UI UI Ua UA HS UI UA UY Us Ue Us Ha HE HE DL 
W 邵 为 所 求 的 中 国 邮 路 (不 惟一 小 
上 述 解 法 具有 代表 性 ，- 般 的 中 国 邮 路 解法 步骤 总 纺 如 下 : 
设 G 是 连通 加 权 图 . 
(1) 求 G 中 奇 次 顶 集合 Vo= 11vEV(G),d(v)=1(mod2)}. 
(2) 对 W 中 的 每 个 顶 对 u,v, 用 Dijkstra 算法 求 距离 4 (u,v). 
(3) 构 作 加 权 完 全 图 K ,VY (Kiwi)= Vo,Kiy, 中 边 uw 之 权 为 d(w ,wv). 
(4) 求 加 权 图 ,的 总 权 最 小 的 完备 匹配 M， 
(5) 存 G 中 求 M 中 同 一边 之 端点 间 的 最 短 轨 . 
(6) 把 G 中 在 (5) 求 得 的 每 条 最 短 轨 之 边 变 成 同 权 倍 边 ,得 Euler 图 G. 
(7) 用 EE 算法 求 G 的 一 条 Euler 回路 家 , W 即 为 中 国 邮 路 . 


1995 年 ,二 树 禾 研究 了 多 邮递 员 中 国 邮 路 问题 (Postman Chinese Postman 


Problem} ,代号 &- PCPP. 
kh-PCPP 的 实际 模型 是 ， 


邮政 局 有 (2 宇 2) 位 邮递 员 , 同 时 出 发 投递 信件 ,全 城 街道 都 要 投递 ,完成 任 


务 后 同 邮 局 .问题 是 :如 何 分 配 投 递 路 线 , 使 得 完成 全 城 投递 任务 的 时 间 最 息 ? 
k- PCPP 的 数学 模型 如 下 : 
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GCV, 上 EF) 是 连通 图 ,YeEFE(G),3w(e)jEN,vEV(G), 求 0 中 bl 路 局,， 
Ce ,使 得 
(1) oyE VC),i -1.2,...,k. 


(2) max YY zle}=min. 
1 
hE ER 


(3) UE(C)= E(G). 
对 于 按 右 侧 通行 的 情形 , 入 G 是 上 边 连 通 的 图 ( 即 G 中 任 二 顶 之 间 至 少 有 下 
条 无 公 具 边 的 轨 ) ,给 出 了 解 志 PCPP 的 有 效 算法 ,对 于 一 般 情形 ,证 湖 出 
k.PCPP € NPC， 
NPC 基 -个 由 难 问题 组 成 的 问题 集团 ,自前 尚 不 知 NPC 中 问题 是 耕 存 在 和 有 有效 算 
法 ,NBC 理论 本 书后 耐 设 专 章 纲 讲 . 


6.3 ” Hamilton 图 


图 65.9 中 画 出 五 种 止 儿 面体 图 的 平 页 芯 入 ,我 们 用 粗 实 线 下 了 闭 , 财 上 亿 括 了 
图 的 一 切 质 .我 们 称 含 图 的 一 切 项 的 图 为 Hamilton 图 ,有 Hamilton 圈 的 网 为 Ham- 
ilton 图 ;把 含 图 的 -- 切 顶 的 轨 称 为 Hamilton 轨 . Hamilton 图 是 从 Hamiltont2 面体 
上 周游 浴 界 游戏 推广 而 得 出 的 图 论 中 极 重 要 的 一 个 概念 ,在 这 种 图 上 汀 以 一 次 性 
行 志 所 有 的 项 再 加 到 出 发 点 . 


信 回 全 侈 和 


例 6.3 一 个 网 由 珍珠 和 连接 它们 的 丝线 组 成 ,珍珠 排列 成 # 行 m 列 , 旭 图 
6.10, 问 是 否 能 前 断 一 些 丝 线段 ,得 到 一 个 由 这 些 珍珠 做 成 的 项 链 ”? 

解 ” 如 果 以 珍珠 为 顶 , 同 行 相 邻 的 珍珠 是 -- 对 邻 顶 , 同 列 相 邻 的 珍珠 是 一 对 埋 
项 ,此 外 别 无 邻 顶 对 , 则 此 珍珠 网 梅 成 一 个 一 分 图 G, 图 6.10 中 重型 项 组 成 二 分 
图 GG 的 交集 ,转型 顶 组 成 一 分 图 G 的 Y 集 .于 是 我 们 要 回答 的 问题 变 成 上 述 一 分 
图 是 耕 是 Hamilton 图 ” 当 与 nn 和 丝 奇 数 时 , mr Xx nn 是 奇数 ,如 果 上 是 Hamilton 
图 , 它 有 -个 mn 个 顶 的 Hamitton 财 , 但 G 是 二 分 图 , 它 无 奇 闭 , 可 山 这 时 GG 不 是 
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Hamilton 图 ,所 间 问 题 的 管 案 是 " 否 ”. 藻 与 n 中 有 偶数 . 则 答案 是 “是 ”图 6.10 
中 粗 实 线 是 Hamilton 图 , 叉 写 x 表示 甬 靳 .图 6.10 是 按 列 数 mx( =6) 为 偶数 制作 
的 Hamilton 图. 如果 行 数 是 偶数 ,相似 地 制作 Hamilton 图 (把 图 旋转 90* 即 可 相位 
地 执行 ). 


图 三 .区 


例 5.4 把 纸 制 正 20 面体 前 成 两 块 ,使 每 个 面 也 前 成 了 两 部 分 .但 截 痕 不 通 
过 20 面体 的 任何 预 扣 . 
解 ” 见 图 5.11 与 图 6.12. 


图 6.11 图 6.12 


由 于 正 20 面体 由 20 个 雹 三 角形 的 面 朋 成 ,以 每 个 正二 角形 面 之 中 心 为 项 , 恰 
可 组 成 一 个 正 12 面体 ,我 们 上 面 已 看 到 正 12 面 图 是 Hamilton 图 . 我们 设想 正 12 
面体 的 每 条 楼 由 橡皮 筋 制 成 ,把 各 棱 崩 紧 , 令 正 12 面体 的 楼 线 (已 成 扩 线 ) 恰 与 正 
20 面体 的 . -条 楼 交 于 中 点 , 则 沿 如 此 处 理 过 的 正 12 面体 图 的 那 条 Hamilton 图 前 
开 即 可 . 

判断 一 个 图 是 否 Hamilton 图 绝 非 易 事 ,日 前 虽 有 ITamilton 图 的 一 些 充 分 必要 
条 件 ,但 并 不 能 有 效 地 解决 -一般 图 是 否 为 Hamilton 图 的 判定 问题 .这 一 问题 实则 
是 数学 与 计算 机 科学 的 重大 难题 之 一 .下 面 我 们 分 头 介 绍 Hamilton 图 的 必要 条 件 
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和 充分 条 件 ， 

定理 6.4 GG 是 Hamalton 图 的 必要 条 件 是 ¥ SCV(IG),S 关 记 , 则 w{G 一 5S) 
社 |151, 其 中 wt{:) 是 连通 片 个 数 ， 

证 由 G 是 Hamilton 关 , 则 如 中 有 Hamilton 图 蕊 ,对 于 CC 显然 w{( 一 55) 所 
1S1, 但 CC 是 5 的 生成 子 图 ,在 C 上 添加 边 不 会 使 C -S$ 的 连通 请 增加 .所 以 
afG-sSsoefC-S)s| sl 证 毕 . 

生 6.5 和 几 643 中 的 图 是 否 Hanmilton 
图 ? 

解 ” 否 .事实 上 从 此 图 上 删 去 二 个 者 
顶 , 则 得 到 全 ww vs 和 zzyzas 组 成 的 四 
个 连通 片 ,与 定理 6.4 所 述 的 Harmnilton 图 的 
必 台 条件 不 符 , 这 里 ;5S.， = 3， 出 
w{ 一 人 S)=4, 不 满足 w(G -S$S) 筷 15| 的 条 
件 . 

但 定理 6.4 并 不 太 管 用 , 便 如 单 星 妖怪 
， 不 是 Hamilton 图 ,但 却 不 能 用 这 个 定理 判定 

出 来 . 
图 6.13 . 例 6,6 单 星 妖 怪 不 是 Hamilton 图 . 
证 ” 单 星 小 妖 图 6. 14 可 以 曾 成 形 如 图 
6.15 所 示 ,此 图 是 一 次 正则 图 ,如 果 它 是 Hamilton 图 ,每 预 关 联 的 边 中 必 有 一 条 不 
在 Hamitton 图 局 上 .由 图 的 对 称 性 ,不 妨 设 126C ,这 时 15,16,23,27€ E(C), 考 
虚 边 86, 分 8(10) 在 与 不 在 C 上 丙种 情形 来 讨论 . 


个、 
ay 
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图 6.14 图 6.13 


(1) 8(10) EE(C), 则 5010),7(10),38,68EE(C), 至 此 已 形成 一 个 图 
0, = 168327(10)51. 
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(2) 8(10)EEIC), 则 在 妨 设 7(10)8E4C) 而 SU10) 和 EEC) 进 了 739E 
E(C); 由 于 15 与 5010)EELC), 所 以 45 引 (CC). 从 而 34 与 49€ EC(C), 至 此 出 
现 圈 

C，= 279432， 
C 的 边 在 C 上 ,而 GC, 关 C, 这 是 不 可 能 的 ; 同 理 C, 的 边 在 C 上 ,而 Cs 关 C, 这 是 
不 可 能 的 .证 毕 . 

奥 尔 (Ore) 于 1960 年 建立 了 Hamiiton 图 如 下 的 充分 条 件 . 

定理 6.5 设 |YLG)| 三 3, 人 的 任 一 对 顶 wv 和 蕴 有 d(wu)+d(v) 之 | V(tG)|- 
1. 则 忆 中 有 Hamilton 轨 ; 若 La+do) 之 1YCG) ,由 和 是 Hamilton 图 . 

证 车 实 十, 若 对 任 -对 项 aoE wwIG) II+ 芭 之 | VCG) 一 4 且 mtc) 
32,G ,0G,,…,G, 是 它 的 连通 片 , 则 对 任何 wxE VCG ds VG)| -1, 同 
理 对 weEV(G) ,div) 委 ;1V(G2)| -于 是 dw) + dCv) 和 | VCG1)1 + |V(G;)| 
-2 V0)Y| 一 2, 与 记 知 dw)+d(wv) 宇 | V(G)| -1 矛盾 .所 以 G 是 连通 图 . 


图 6.16 


如 柴 已 知 对 Yu,vE VGG),dliua)+qd(v) 宕 |V(G)| ~1, 但 G 中 没有 哈密 
顿 胃 , 取 PGv,,w.1,) 是 G 的 最 长 轨 , 由 于 它 不 是 Hamilton 轨 , 则 <1V(G)|- 
1. 于 是 在 G 中 心 与 w ,相关 联 的 边 的 另 -: 端 在 Pa ,ws1) 的 内 顶 ,P(v mw 
上 的 顶 从 wv 起 依次 为 ,wy yo Vist. 著 其 中 ,ws 与 相 邻 ,而 


Oy Wl Dt 演 不 与 wii, 相 邻 , 则 
cf 出 现 可 (zw 十 
dw) 所 1+ 记 -1= 让 之 | VG)| 一 1, 与 已 知 
div)j+d{wul) 宇 | V(G)| 一 1 矛盾 .所 以 G 中 
会 出现 图 6.16 所 示 的 结构 .于 是 G 中 有 长 &+ 1 
图 (二 wwwaw iwmsiai 又 因 
P(a 内) 不 是 Hamilton 轨 , 所 以 CC 中 还 有 不 在 
Piwswn) 上 的 项 , 取 wEV(G), 但 we& 半 6.17 
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fg20 Bt! ;由 如 的 连通 性 ,在 在 畔 P(e v43) 此 轨 上 上 必 存 在 一 质 zz 的 
分 谱 在 C 上 , 见 图 6.17, 粗 实 线 是 一 条 长 +1 的 轨 ; 这 种 入 形 与 P(w ,xD 是 长 
的 最 长 轨 蒜 居 . 至 此 证 明 在 定理 的 条 件 下 ,G 中 有 Hamilton 轨 . 

EE VO.dta) 1 dlv) VCG)I 时 , 同 理 出 现 如 峡 6.16 的 现象 ， 
不 过 这 时 多 1 ,v2 41 二 YG)., 因 为 按 上 面 的 证 明 , 这 时 电 有 Hamilton 
轨 ,6 中 的 最 长 较 是 Harmilton 执 . 于 是 相应 的 图 CC 就 是 GG 的 Hamilton 圈 . 证 毕 ， 


可 异 上 和 面 的 Cre 定理 的 充分 条 件 要 求 过 于 苛 
lpTaTaT pLalp|」 刻 很 多 图 ,本 来 是 Hamilton 图 ,由 于 满足 不 了 Ore 
eA 人 PEP 的 条 件 du) + d(v) 之 1V(G) 1 而 不 能 用 这 一 定 
XY RR 和 P| YAP | 理 来 判定 .例如 国际 象 模 中 的 马 是 否 可 遍历 每 格 恰 
FA 人 户 | 人 | 次 再 跳 回 出 发 的 那个 格子 9 苦 以 64 个 格子 为 顶 
C+ SEN 集 构 作 一 个 所 谓 * 马 图 "局 , 仅 当 马 - - 步 可 从 中 情 点 
| | RAR Oe 

一 RE 到 乙 格 时 ,两 格 做 为 G 的 项 是 种 面 , 则 马 的 上 上 述 壳 
ed] 出 
可 So 和 | 历 问题 就 是 门 光 疼 征 冤 Hamilton 图 ,但 在 蕊 图 中 ， 
任 两 项 次 数 之 和 不 超 i4 16 ,不 满足 
cf + dtwu) B64 
的 Ore 条件 . 于 是 蕊 图 是 Hamilton 图 不 能 用 Ore 
定理 来 判定 .事实 上 它 是 ,其 Hamilton 周 在 图 6.18 中 国 出 . 

例 6.7 K, ,中 多少 两 师 无 公共 边 的 Hamilton 加? 

解 ” 设 一 2k 入 TT > 
cal Ka 的 二 
分 图 的 质 划 分 ,我 们 把 X 中 的 什 与 Y 中 
的 灰分 别 均 反 地 安置 在 岗 个 同心 图 工 ， 
如 图 6.19, 则 Tags 是 一- 
个 Hamilton 图. 把 vy ,yy 所 在 的 
贺 周 顺 时 针 旋 转 天 , 则 得 另 一 个 Hamil 
ton 畔 .这 种 旋转 可 依次 进行 生 次 ,得 到 
个 两 两 无 公共 这 的 Hanitton 独 ; 而 
df 二 2k, 所 以 K,,w 中 至 多 有 点 个 
Hanmilton 圈 , 可 见 玉 ,, ;中 恰 有 上 个 两 两 无 公共 边 的 Hamiiton 有 鼎 . 

对 于 多 ,相似 的 方法 亦 可 得 知 从 有 上 个 两 两 无 公共 边 的 Hamilton 败 . 


总 之 ,K, ,中 恰 有 | 妃 | 个 两 两 无 公共 边 的 Hamilton 用 


图 .18 


图 6.19 
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例 6.8 在 6x56 的 蕊 图 上 找 一 个 Hamilton 图 . 

解 在 图 6.20 中 找到 了 个 状 似 风车 的 圈 , 见 图 6.20ta). 又 找到 一 个 会 
ui 这 边 的 男 个 图 , 见 图 6.20(8) .在 (8) 中 的 圈 上 删 去 ivi 边 得 到 -条 轨 
Pa ,ao 六 在 (ae 中 也 删 去 边 ai at ,再 把 轨 P(u ,vw ) 深 加 到 (ce) 上 . 则 (a) 中 的 圈 
变 长 了 ,我 们 再 把 {fe) 中 的 边 eu ywaasyaiay 都 删除 ,半分 别 添加 上 与 王 (u， 
v1 性质 相似 的 一 条 轨 Plu ,vw.),7=2,3,4, Paayaoh Payts) Paiy vy) 个 
别 是 PC, y 顺 时 针 分 别 旋 转 90 ,180" ,270" 而 得 ;这 时 我 们 就 得 到 如 图 6.20 
(7) 所 六 的 6x6 的 苇 图 上 的 -个 Hamilton 图 . 


图 5 .20 


例 6.9 wm 个 女孩 与 r 个 男孩 共同 去 春游 ,每 位 女 护 与 半数 以 上 的 男孩 相 
襄 ,每 位 男孩 与 半数 以 上 的 女 惊 相识 , 问 是 否 可 以 证 孩子 们 围 坐 -图 ,使 得 男女 该 
相间 而 坐 , 旦 每 人 两 侧 皆 为 相识 音 ? 

解 ”以 孩子 们 为 个 图 的 顶 集 , 仅 当 申 男 与 乙女 相识 时 ,在 甲乙 二 项 之 间 连 - 
和 茶 过 ,如 此 造成 一 个 图 悦 ,只 瑚 讨论 GG 是 否 Hamilton 图 .由 于 dun)jt+ dtv) 守 1 
= 小 1 VCG)' ,不 满 是 Ore 定理 的 条 件 ,所 以 不 能 用 Ore 定理 来 判定 G 是 Hamilton 
奖 . 下面 肌 反 证 法 来 论证 G 确 为 Hamilton 网， 

六 (不 是 Hamitton 图 ,我 们 给 G 添加 - 些 边 , 可 以 使 得 到 的 加 边 图 G 仍 是 
二 分 留 ,但 并 非 Hamilton 图 (添加 一 - 些 , 甚 至 含 添加 零 条 边 的 特例 ) ,而 再 添加 任何 
一 条 新 边 , 则 会 使 之 变 成 Hamilton 疼 .由 于 天 。， 是 Hamilton 图 ,所 以 上 述 过 程 是 
可 以 实现 的 . 

由 于 侣 不 是 Hamilton 图 , 故 G 关 天 ,G 中 存在 不 相 邻 的 * 女 项 "8 与 “ 男 
项 ”5,0 加 上 gb 边 则 会 出 现 Hamilton 图 , 见 图 6.21. 不 妨 设 g= go,b= bb ,所 得 
的 Harmnlton 圈 是 C= goPigib gal Ong0. 于 是 gobl gb fm-1 bn 是 一 条 
Hamilion 胃 ; 对 于 Jj 二 1,2.… ,mm, 若 GG 中 有 边 g65,, 则 G 中 不 会 有 边 g-15, ,不 
然 @ 中 会 有 圈 ( = gobaB, BoiDng 10,-.18; 1 "V1 go， 二 如 中 无 Hamilton 
网 相 圳 .所 以 gw 仅 是 y 次 的 项 (Y<< mm), 丁 是 万 的 次 数 至 多 是 mm 一 Y, 战 有 
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dlp)}+ 人 起 < 二 了 


址 与 d(g) > 本 ,qd(6) > 也 站 盾 ,至 此 知 C 是 Hamitton 图 . 按 5 的 Hamilton 圈 上 
的 次 序 人 座 即 可 . 


1 ， 图 6.22 男 的 是 Herschel 图 . 

Herschel 图 是 否 Euler 图 ? 是否 可 一 -笔名 ?为 什么 ? 
2 对 于 友 维 半 方 体 , 上 & 是 何 值 时 , 它 是 tuler 图 ? 

3 六 图 6.23 中 的 --…- 条 中 国 邮 路 . 


图 65.22 图 6.23 


4 如 果 上 G 是 Fuler 图 ,zw 所 VEGY), 由 ww 始 任 取 一 条 与 之 关联 的 边 mm ,再 任 取 一 条 与 
关联 的 未 用 过 的 边 wv ,如 此 继续 可 以 画 出 一 条 Euler 回路 , 则 称 G 是 二 由 w 起 任意 行 遍 的 
Euler 图 , 试 证 :FEuler 图 C 是 由 xz 起 任意 行 遍 的 Euler 图 的 充 要 条 件 是 mw 在 G 的 每 个 圈 上 . 

5. 如 果 有 从 任 -. 顶 vE YIG) 出 发 , 进 人 尚未 到 过 的 邻 天 mm ,从 上 出 发 进 人 尚未 到 过 的 mm 
的 邻 质 ,如 此 继续 ,直至 无 项 可 去 时 ,产生 了 一 条 Hamihwon 轨 , 则 称 是 随意 Hamilton 图 .求证 
随意 Hamiliton 图 只 有 nm 阶 圈 吕 ,天 2。, 兵 ，。 -种 . 

6. 图 6.24 是 否 Harulion 图 ”为 什么 ? 

7. 单 星 妖 人 符 删除 - 顶 后 是 否 Hamikton 图 ? 

8. 记 维 闻 方 体 是否 Hamilton 图 ? 

3. 4x4 的 与 图 是 否 Familton 图 ? 


14. 5x5 的 马 图 是 否 Hanslton 图 ? 
11. 求 KK, 中 无 公共 边 的 Hamilton 圈 的 个 数 . 
12. 图 6.25 是 否 Harnilton 图 ” 


图 6.24 图 6.25 


13. 英国 亚瑟王 在 害 中 天 见 他 的 2n 名 驴 士 ,其 中 某 些 骑士 间 互 存 怨 仇 , 每 个 骑士 的 仙人 不 
超过 一 1 个 , 问 亚 记 王 的 谋 上 摩尔 林 能 否 让 这 些 生 士 图 贺 提 就 坐 ,使 每 个 骑士 不 与 他 的 仇人 相 


邻 ? 为 什么? 

14. 证 明 : 顶 笋 为 2k 1 的 次 正则 图 是 Hamuilton 图 (有 之 2). 

15. 若 图 的 任 二 项 间 有 Hamilton 轨 . 则 称 G 是 Hamilton 连通 图 , 试 证 :G 是 Hamijton 连 
通 图 日 VCG)14. 则 'P(GJ1>| 二 G1YCG)1+9D| 

16 若 局 是 二 分 图 ,但 其 _: 分 图 顶 划分 多 与 二 不 均匀 , 即 | 必 | 天 Yi , 问 厂 是 否 Hamilton 


图 ,为 什么 + 
17 证 朋 : 闪 上 .wvwE VEGY,w 与 % 不 相 急 ,是 q+ dw) 宇 VEG)|, 则 避 为 Hamilion 图 


的 充分 必要 菜 件 是 位 + wr 是 Hamihon 图 . 


第 七 章 有 问 图 
7.1 能 连 通 . 单 连通 与 强 连通 


有 向 网 的 概念 我 们 已 经 讲 过 ,第 二 章 还 细 讲 过 内 向 树 的 概念 .例如 央 7.1 中 咖 
的 就 是 - -个 内 问 树 的 实 鲁 ,这 个 实例 很 有 来 头 , 它 是 折 谓 "3z + 上" 问题 的 一 -个 实 
例 ,1950 年 ,汉堡 太 学 的 卡拉 北 (Callatz) 在 马萨诸塞 州 召 开 的 庆 界 数学 家 太 会 上 提 
TE # 个 百 然 数 AN AN 为 叶 . i 是 偶数 , 则 以 NN 为 尾 ， 


-二 学 为 头 ， 本 一 有 向 边 . 若 N, 为 奇数 , 则 以 NY, 为 尾 ， Ll 3 (3N, + 1) 为 头 , 画 - -村 
i 一 1,2,……,N; 央 公所 得 的 “ 头 ” 是 . 必 是 偶数 则 到 其 半 为 类. 必 是 奇 儿 央 


p @ ?29995 
?DY 


EA 


而 7.1 


1 为 根 的 内 向 树 ， 

这 个 猜想 是 有 间 图 中 的 -- 个 十 分 项 图 的 问题 . 东 和 京 太 学 的 Nabuo Yoneda 用 计 
算 机 检验 了 了 2” 个 自然 数 , 丝 见 猜想 结果 成 并 , 仙 经 多 年 众多 数学 家 与 计算 机 故 家 
之 人 研究 , 仍 得 不 出 严格 的 数学 证 明 , 证 明 此 猜想 为 真 . 着 条 数学 家 厄 尔 多 斯 指出 : 
“数学 科学 尚未 发 展 到 能 解决 这 个 问题 的 水 平 必 由 此 可 昂 有 加 图 中 辣 题 之 瘟 准 各 
有 起. 

由 于 有 向 图 每 条 边 都 有 方向 性 ,所 以 从 一 个 硕 通 过 一 些 边 走 巾 为-- 栅 时 不 总 
是 行 得 通 的 .例如 图 ?7.1 中 ,从 顶点 由 不 可 能 通 向 任何 项 ,但 别 的 顶 却 可 以 通 问 避 7 
在 有 向 图 中 ,有 向 道 路 .有 向 回路 .有 向 团 、 有 向 畦 等 概念 与 无 向 图 的 定 多 相 比 ,只 
是 增加 了 运行 中 草 按 其 上 各 边 箭头 所 未 的 方 阿 及 进 . 

定义 7.1 苦 好 是 有 向 图 ,如 果 对 augE VCO), 椰 人寿 从 & 到 的 有 站 和 轨 
Pfa yz . 则 称 上 4 可 达 w; a VCG) ,aw 可 达 志 或 书本 达 4#4 时 , 则 称 在 单 连 
通 有 向 图 ;YE V0) ,不 但 可 村 ,市 是 vw 可 达 w, 则 称 G 是 强 连 通 有 加 
图; 闫 把 6 的 每 边 第 头 取消 ,所 得 的 无 问 禾 称 为 有 向 图 G 的 底 图 , 底 图 连通 的 有 
右 疼 叫 柚 暗 连 通 有 向 图 ， 

例如 图 7.1 中 的 有 向 图 是 弱 连 通 有 向 图 ,但 不 是 强 连 遂 有 向 图 .因为 Yw& 
VOY ,wD, 则 伯 不 可 达 避 , 它 也 林 直 单 连通 有 向 图 ,例如 够 和 锅 两 个 项 彼此 小 
可 达 ,所 以 这 种 内 向 树 的 连通 性 很 欧 . 

下 面 计 论 单 连 通 . 强 连通 的 充分 必要 杀 件 . 

定理 7.1 G 是 强 连 通 有 向 网 当 于 公 当 上 中 存在 有 向 生成 回路 . 

证 设 CG 中 有 有 向 生成 回路 CYw,vE VGG), 则 ww,v& VLC). 寺 是 在 翁 
上 有 有 向 罗 Pfu) 年 Ptv,w), 由 定义 7.1 知 局 是 蝇 连 通 有 后 图 . 

反之 , 若 全 是 强 连通 有 向 图 , 设 VW 二 oy ; 则 由 定义 7.1.6 中 
存在 胃 P ta yi) ,PlateP wm Psa) 于 是 这 ， 条 有 加 
轨 上 首尾 相 接 并 上 成 -一 个 有 向 生成 回路 .证 毕 . 

什么 样 的 无 向 图 才 有 可 能 做 强 连 通 有 向 图 的 底 图 ”如 果 是 无 向 Hamilton 图 ， 
把 它 的 Hamilton 圈定 向 成 一 个 有 向 圈 ,不 在 Hamilton 图 上 的 边 方向 尾 取 证, 由 得 
一 个 强 连 通 有 向 图 ;但 若 G 是 一 个 有 桥 e = uw 的 无 向 图 , 则 把 边 ww 赋予 方向 后 ， 
wx vw 两 顶 就 只 能 单 向 行进 了 ,不可 能 再 把 6G 定向 成 蝇 连 通 存 向 图 .对 这 种 现象 
可 以 建 了 如 下 定理 . 

定理 7.2 当 及 仅 当 无 向 图 G 是 无 桥 连 通 图 时 ,G 可 以 定向 成 强 连 通 有 
向 图 . 

证 若 G 是 无 桥 连通 无 向 图 ,由 于 树 每 边 皆 桥 ,所 以 G 不 是 树 . 央 此 GG 上 有 
图 , 若 (是 Hamilton 图 , 则 把 C, 定向 成 有 向 圈 , 不 在 Cl 上 的 边 任意 定向 ,由 
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定 惧 7.1,G 便 被 定向 成 强 连 通 有 向 图 了 . 若 C 不 是 G 的 Hamilton 圈 , 则 可 以 找 

到 名 镍 VO) ,EE VCCL) ,使 得 ww, 是 全 的 一 条 边 . 由 于 上马 中 无 桥 , 故 df ai) 
>1. 于 是 存在 eeE YIC 以 及 轨 Pa yt), 昌 过 mu 不 在 PCa ai) 上 ,把 mas 
i 定向 成 zu， 为 尾 , 把 轨 Piw,w,) 定 冉 成 起 

“总 在 & 的 有 辣 轨 ,把 C 定 癌 ,使 CC 与 
vierPtu,v) 并 在 一 起 成 为 -- 个 有 了 问 回 
路 CC: , 见 图 7.2. 对 于 C: 进行 上 述 相似 推 
理 可 得 有 向 回路 序列 CCC， 所 ， 
使 得 CG 上 含有 G 的 一 切 顶 .把 不 在 上 
的 边 任 意 定 向 , 则 G 变 成 了 仿生 成 回路 
的 有 疝 图 ,由 定理 7.1,CG 被 定向 成 了 强 连 

同 7.2 通 有 向 图 . 
友之 , 若 无 向 图 G 可 定向 成 强 连 通 有 向 图 ,但 G 中 有 桥 e = uv, 则 边 ww 定向 
后 两 项 只 能 单 向 通行 , 即 不 能 彼此 可 达 , 与 定义 7.1 相 违 . 故 G 中 无 桥 .证 上 毕 . 

定理 7,3 G 为 单 连通 有 向 图 当 旦 仅 当 G 中 有 含 G 中 一 切 项 的 有 向 道路 . 

证 ”如果 G 中 有 含 一 切 项 的 有 向 通路 , 则 和 Ya,vE V(tG), 则 可 达 w 或 w 
可 达 u.* 是 全 是 单 连通 有 向 图 . 

反之 ,若是 单 连通 有 向 图 ,如 果 能 证 出 "YSS 守 VC(G), 可 以 找到 一 项 各 
S ,使 对 每 个 wES,w 可 达 w”, 则 G 中 有 有 向 生成 道路 ;事实 上 , 阁 上 述 命 题 成 立 ， 
则 取 S = V{G), 存 在 vw, € V(G), 使 得 v, 可 达 G 中 任 一 项 ;再 取 S = V(G)- 
lo i, 则 有 各 Sr 可 达 S, 中 任何 项 ;最 S41 = VC(G}~ au, 则 有 所 
5; ,使 得 w; 可 达 $; 中 任何 顶 . 依 此 类 排 ,可 知 wi 可 达 wz 可 达 3,… ,v1 加 
达 二 ,VG)= [vi ,v2,…,v,!. 于 是 找到 了 -条 有 向 生成 道路 .下 证 “…"” 这 一 命 
是 成 立 . 如果 这 一 命题 不 成 立 , 则 存在 使 此 命题 不 成 立 的 最 小 集合 V = | an， 
VO) ,在 一 41 中 存在 一 个 顶 %v, 对 任意 的 wnEV 一 jw1,v 可 
达 4 ;十 是 WV 中 的 顶 只 能 是 % 不 可 达 &w ,而 且 志 不 可 达 w( 因 为 如 时 a 可 达 vw ,而 
a 半 可 达 WV -Tw ! 中 一 切 项 , 则 ww 可 达 V 中 的 任何 顶 ,与 YW 的 定义 相 违 ). 上 述 
z 不 可 达 志 ,ws 不可 达 w 与 G 是 单 达 通 图 子 慎 .证 毕 . 

在 强 连通 有 向 图 中 ,… 个 重 贤 的 图 类 是 有 向 Euler 图 .着 G 是 有 向 图 ,号 G 中 
含有 一 条 含 G 的 每 条 有 癌 边 的 有 向 回路 玉 , 则 称 W 是 G 的 有 向 Euler 回路 ,因为 
是 有 间 边 ,所 以 在 W 中 每 边 恰 出 现 一 次 .如 果 G 中 有 有 和 疝 Euler 回路 , 则 称 G 是 
有 浊 Euler 图 .如 果 0 中 有 -- 条 有 向 行 迹 W',W 上 含 G 的 每 条 有 向 边 , 则 称 W 
为 有 加 Euler 17 迹 ,含有 向 tuler 行 迹 的 图 称 G 是 可 有 向 一 笔画 的 图 .可 有 问 一 笔 
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画 的 图 是 单 连通 的 . 

对 于 有 向 Euler 图 ,下 和 曾 的 命题 成 立 : 

命题 1 是 中 连通 有 问 图 时 ,为 有 了 Euler 图 的 元 要 条 件 是 对 每 个 顶 6E 
VO), 错 成 并 4 (0) 二 dd (vv), 其 中 性 (vo) 是 以 vw 为 头 的 边 数 ,d (ww) 是 以 名 
为 尾 的 边 数 . 

命题 2 G 是 弱 连 通 有 向 图 ,G 为 有 向 Fuler 图 的 充 要 条 件 是 G= UC,,C, 是 
G 中 有 向 园 , 且 FRICD) 门 EC= 台 ,1 和 ij 和 am 是 某 个 自然 数 . 

对 于 有 向 一 笔画 的 图 ,下面 命题 成 立 : 

命题 3 若 如是 弱 连 通 有 向 图 ,月 

d" tu), UE VIG-— aul uu €E VIG); 


dd {fu}=3d (vl, v= ul, 

| (vj+1, v= 2， 

出 扬中 存在 从 za 到 w; 的 有 问 Euler 行 迹 . 
命题 1 .命题 2. 命题 3 的 证 明 作 为 卫 题 留 给 读者 完成 . 
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所 谓 循 环 赛 图 ,又 称 竞赛 图 或 赛 图 ,是 -- 个 无 向 完全 图 K, ,把 其 每 边 加 一 个 
方向 而 得 到 的 有 向 图 . 它 的 实际 背景 是 x 位 运动 员 , 每 位 选手 都 要 和 其 他 每 位 选 
手 比 赛 一 场 ,n 个 选手 组 成 此 赛 图 的 顶 集 合 , 当 甲 选手 胜 乙 选手 时 ,有 一 条 有 向 边 
“有 甲乙 ”, 以 甲 为 尾 以 乙 为 头 ,假设 没有 平局 . 

有 向 图 的 有 向 轨 问 题 当 中 ,最 为 关心 的 是 所 谓 有 向 Hamiiton 轨 的 有 无 , 即 含 
一 切 质 的 一 条 有 向 轨 是 否 存在 . 而 赛 图 中 还 有 另 一 个 有 趣 的 问题 是 谁 是 强 者 , 即 所 
谓 “ 干 "是 谁 ? 

关于 有 向 轨 的 长 短 ,似乎 与 其 底 图 中 轨 的 长 短 关 系 不 太 密切 , 却 与 底 图 的 色 数 
这 个 似乎 风 马 牛 不 相 及 的 指标 有 密切 关系 . 

例如 图 7.3 中 的 有 向 图 ,其 底 图 有 长 11 的 轨 , 而 这 个 有 向 图 最 长 的 轨 只 长 1. 
图 7.3 中 的 图 的 底 图 G 是 一 个 二 分 图 , 欧 顶 组 成 X 集 , ) 组 成 了 Y 集 ,x(G)= 
2 ,此 有 间 较 中 存在 有 向 轨 ,其 长 恰 为 x(G) 一 1, 这 种 情况 对 任何 有 向 图 蕴 成 立 . 


CO 一 抱 一 〇 一 外 一 个 一 移 一 必 一 息 一 局 一 具 一 一 力 


图 7.3 


:142 ， 第 七 章 有 向 图 
定理 7.4 若 有 向 图 的 底 图 为 G, 则 此 有 疝 图 中 有 长 x4C) 1 的 有 向 轨 . 
证 设 底 图 为 G 的 有 向 图 记 成 上 , 则 从 G, 中 删 去 一 些 边 ,会 使 6G 变 成 没 

有 有 向 固 的 有 向 图 {例如 从 G 的 每 个 有 向 圈 上 删 去 一 条 边 ). 设 下 , 是 使 有 向 图 

器 = 一 玉 | 不 含有 向 轩 的 边 数 最 少 的 边 子 集 . 如果 (中 的 最 长 有 同 轨 长 为 衣 ， 

则 用 + 1 种 颜色 对 的 顶 正常 着 色 :vE VGG ,在 中 以 wv 为 起 点 的 最 长 有 

向 轨 长 i 一 1 时 ,% 染 上 i 色 , 于 是 用 了 +1 种 颜色 1,2,…, 上 +1, 把 的 矢 个 硕 

毅 上 了 颜色 . 设 i 色 顶 集合 为 V ,下 证 上 述 染色 确 为 G 的 正常 席 着 色 . 

没 Piw,w) 是 人 中 的 一 条 有 向 轨 , 若 v€ VV, 则 存在 的 有 加 抽 Pi(w,v,) 
= Ta To, ,是 以 vw 为 起 点 的 最 长 有 向 轨 , 考 虚 Plu,v)l Pilv,v,)= Pla, 
,Ptayvu) 之 长 至 少 为 了 ,又 G 中 不 含有 向 圈 . 所 以 P;(w ,wv,) 是 长 至 少 为 ?的 
有 向 轨 , 从 而 人 V , 即 G “中 每 条 有 向 胃 的 两 端 异 色 ， 

EE ,区 wv EC). 则 与 v6 两 项 异 色 ; 奉 uv 三 ,由 下 上, 的 最 小 
性 ,G+ wv 含有 向 圈 C. 于 是 -wv 是 G 的 -- 条 有 同 轨 ,这 时 & 与 v 亦 寞 色 , 至 
此 知 上 还 顶 普 色 是 6 的 正常 顶 着 色 . 用 了 +1 种 颜色 , 故 X(0GC) 委 上 +1,G 中 最 
长 轨 的 长 度 上 芝 YCG) 一 1. 从 而 证 出 G, 中 有 长 YXCG) -~ 1 的 有 向 轨 , 证 毕 ， 

由 于 Yf(K. ) =，, 故 由 定理 7.4 得 出 :每 个 赛 图 此 有 有 向 Hamilton 加 . 

例 7.1 大 nln>1) 种 害虫 ， 丙种 之 中 必 有 一 种 能 蚁 死 男 -一 种 , 则 可 以 从 每 种 
虫子 中 挑 一 只 昌 子 , 令 它 们 排 成 一 路 纵队 ,使 得 每 条 虫子 都 能 咬 死 它 前 面 的 那 条 
虫子 . 

证 ”以 这 只 虫 字 为 项 集 , 申 能 咬 死 乙 时 ,从 甲 向 乙 连 一 有 向 边 ,得 到 n 顶 赛 
图 ,由 于 赛 图 有 有 向 Hamilton 饥 , 按 此 有 问 Hamilton 轨 排 列 这 些 害 虫 , 则 可 使 后 面 
的 虫子 能 咬 死 它 前 面 的 虫子 .让 毕 . 

例 7.2 G 是 无 向 图 ,网 本 对 G 的 边 定向 ,使 得 到 的 有 向 图 中 的 最 长 有 向 轨 
长 为 y(G) 一 1. 

证 没 对 无 向 图 G 的 顶 用 x(G)JE 常 硕 着 色 时 ,i 色 项 子 集 为 Vi, 当 wEV,， 
VE VCITH, uv EFE(G) .NN 把 边 uv 定向 成 为 尾 ,v 为 头 . 由 定理 7.4, 上 述 定 
向 方式 得 到 的 有 向 图 中 有 长 xY(G) -1 的 有 向 轨 , 但 这 种 定向 方式 之 下 , 设 有 有 向 
轨 能 含有 Y(Gy+1 个 顶 .所 以 此 有 向 图 中 的 最 长 轨 恰 长 x(G) 一 1. 证 毕 . 

例题 7 了 .2 说 明定 理 7.4 中 有 向 轨 的 长 度 y(G) -1 不 能 再 增 大 ,在 某 种 意义 上 
潮 它 给 出 了 一 个 最 好 的 上 淹 . 

在 赛 图 中 , 若 从 -一 个 项 ww 出 发 ,通过 至 多 长 2 的 有 癌 轨 可 达 其 他 任何 一 顶 时 ， 
称 zw 是 赛 图 中 的 十， 
直观 地 讲 ,z 是 王 , 就 证 其 他 选手 败 给 过 vo 或 败 给 了 败 给 过 wo 的 选手 . 
芋 是 存 丰 的， 
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如 果 在 赛 图 中 ,uw 是 以 a 为 尾 的 有 向 边 , 则 称 4 胜 v,w 胜 vw 时 ,4 得 一 分 ,vw 
得 零 分 , 设 赛 图 中 无 平局 . 
定理 7.5 赛 图 中 得 分 最 多 的 项 为 王 . 
证 ” 设 赛 图 中 wx 得 分 最 多 .者 zx 得 分 为 n 一 1, 其 中 x 是 赛 图 的 硕 数 , 则 从 # 
出 发 ,只 通过 长 1 的 有 问 轨 即 可 还 其 他 等 项, 出 王 的 定 
义 ,u 是 上 .着 得 分 低 于 -1 , 设 它 胜 过 zi vs ，…， 
,而 由 纵 了 Tl v._,，, 则 4 只 得 到 分 :但 
(kt+ lj 所 4 一 1) 不 能 胜 所 有 的 如 ,wi 不然， 
就 比 4 至 少儿 得 一 分 ,与 x 得 分 最 多 相 违 ,可 见 w 败 给 
过 ia 中 的 某 -: 个 顶 , 于 是 通过 长 2 的 有 回 
畏 ,a 柯达 名 ,= 证 + ,+2 ,nn 一 1,- 邦 ww 尾 王 .和 证 毕 ， " 和 
王 未 必 是 惟一 的 ,例如 图 7.4 中 u 与 uw 都 是 王 . 图 7.4 
定理 7.6 赛 图 局 中 为 惟一 下 的 对 要 条件 是 得 分 xn” 1] ,其 中 ”是 赛 图 
项 数 . 
证 若 v 是 惟一 的 王 ,是 vw 的 得 分 少 于 nn 一 1,; 则 存在 以 wv 为 涉 的 有 向 边 , 肠 
有 这 种 边 的 尾 构成 的 顶 子 集 导 出 一 个 子 赛 图 G1 .由 定理 7.5.G 有 它 的 a ,市 
从 到 wv 有 长 1 的 有 问 轨 可 达 , 所 以 z 也 是 
“~ 人 的 王 , 见 图 7.5. 此 与 wv 是 G 的 惟 -- 土 相 
违 , 故 v 得 分 必 为 nn 一 1. 
反之 , 苦 vw 得 分 为 n 一 1, 当然 2 是 王 ， 
若 这 时 还 有 另 一 王 vw ,由 王 的 是 多 ,应 存在 
有 向 边 vv 或 长 2 的 有 向 轨 wm ,使 得 > 
筑 了 一 个 有 向 边 的 头 , 至 多 得 站 -2 分 ,与 
v 得 分 -1 工 相 违 .证 毕 . 
定理 7.6 指出 ,如 果 没 有 得 满 人 外 n -1 
的 项 , 则 赛 图 中 必 至 少 有 两 个 王 . 加 到 图 
7.4, 得 分 最 多 者 为 wa , 它 得 3 分 ,不 是 满分 
4 分 ,所 以 u; 不 是 惟一 的 王 ,事实 上 ,还 有 
-个 上 二 , 尽 符 x 的 得 分 有 具有 两 分 
利用 竞赛 图 存在 有 向 Hamilton 轨 的 事 
实 , 可 以 近似 地 解决 工序 问题 . 
有 种 工作 ,Ji,… ,J 需要 在 同 - - 台 
机 器 上 进行 ,从 J, 转 为 了 的 机 器 调整 时 间 为 
图 7.5 上 , 试 把 这 = 项 L 作 排队 ,使 得 >) 二 min. 


HL 


Hs 
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这 个 十 分 现实 的 问题 至 今 仍 无 有 效 算法 来 解 类 . 下面 给 它 的 -一 个 近似 算法 . 

(1 以 VCEG) = ao an 为 顶 集 构 作 一 个 有 向 图 如, 仪 当 <<, 时 ,以 
2 为 尾 , 以 wv 为 头 作 一 条 有 向 边 .显然 G 中 含有 一 个 生成 竞赛 图 . 

(2) 在 G 中 求 取 有 向 Hamilton 轨 , 依 此 有 向 Hamilton 轨 上 上 项 的 顺序 来 安排 
工作 顺序 

例 7.3 设 工序 问 题 的 机 器 调整 时 间 奸 阵 为 ”T= (2, )exs， 


jj J ds 4 


0 5 3 4 2 1 
J:|il 0 1 之 本 了 
=j25 0 EE 2 3| 
ji] 4 十 0) | 2 
jl 3 4 5 0 5 
jl44 2 3 1 0 


把 这 6 项 工作 排序 ,使 总 加 工时 间 最 短 . 
解 ” 构 作 有 向 图 G, 如 图 7.6 所 示 , V (G)= ,V2 v3 Uys Us wel; 仪 当 
t, 信 , 时 , 连 ~- 有 向 边 vv, (wv, 为 尾 )， 
2 从 局 中 求 得 -条 Hamilton 有 向 轨 ( 粗 实 线 ) 
Plv ,v2) = Vi ve V3 V4 Vs V2. 
工作 峰 序 开 
Tdeladsds/. 
所 需 调 机 时 间 为 
1 =1l1+2+1+1+3= 8. 
若 用 自然 顺序 了 J3JaJsje; 则 需 调 机 
时 间 
T=$+1+1+1+3= 13, 


比 我 们 求 得 的 近似 解 大 了 >=“ = 62.5% 


为 了 缩短 总 工期 ,统筹 法 中 有 一 种 有 人 省 
的 所 谓 * 关 键 轨道 方法 "fceritical path method) ,代号 CPM. 下面 我 们 用 有 向 图 与 有 
向 轨 的 方式 来 介绍 CPM 算法 . 
PERT 图 基 指 下 述 有 加 图 C: 
(1) 存在 源 与 汇 (或 称 始 点 与 终点 )s ,+€ V(G). 


(2) G 中 无 有 向 回路 . 


在 实际 问题 中 ,PERT 图 是 一 项 系统 工程 .每 条 边 代 表 一 个 过 程 ,出 v 的 边 集 
有 中 的 过 程 呆 立即 开工 ,vE& VCG),w 关 5s 时 , 仪 当 入 vw 的 边 集 lw) 中 的 过 程 全 
完成 ,8( wv) 中 的 计 程 十 可 开始 运作 .对 于 每 边 。EE(G), 1 (se) 表示 。 这 个 过 程 
的 耗 时 . 

我 们 要 解决 的 问题 是 从 8(s) 中 的 过 程 开始 到 a (71) 中 的 过 程 全 结束 需要 的 时 
间 最 短 是 多少 ?” 蔡 欲 第 短 总 工期 ,应 把 万 些 边 上 的 耗 时 变 小 ? 

最 短工 期 算法 : 

(1) 在 PERT 图 避 中 ,a(s)<-0, 其 他 顶 末 标志. 

(2) 找 一 个 末 标 志 的 顶 uv€ V(G), 且 efu) 中 一 切 边 之 尾 已 标志 , 则 邻 

A(vu) maxiAlu) 二 Ce 


(3) 若 w=7, 止 ,A(1) 即 所 求 之 最 短工 期 ;否则 转 (2). 

上 述 算法 的 时 间 复 杂 度 为 D(IE|), 是 好 算法 (有效 算法 ). 

我 们 由 上 道行 寻找 在 

ALU) < maxlAtu) + ite)l 

中 使 ACu) + 7(e)= Xtw) 的 边 wv, 沿 这 种 边 道行 到 ;s ,使 得 到 一 条 有 门 轨 P(s ,7)， 
此 胃 称 为 关键 轨道 . 敬 笔 短工 期 ,必须 把 P(s,i) 这 种 关键 轨道 上 的 一 些 边 之 权 
fe 塞 小 . 

下 面 论 证 算法 的 正确 性 :首先 算法 中 的 (2) 是 可 行 的 , 即 顶 v 可 以 找到 .事实 
上 , 若 这 种 v 不 存在 , 则 对 每 个 未 标志 的 项 v, 篆 可 找到 一 条 边 以 v 为 头 , 此 边 之 
尾 玉 标志 , 顶 数 | YI) 有限. 于 是 G 中 有 有 向 回路 ,与 PERT 图 定义 相 背 .可 见 
算法 2) 可行. 

只 从 证 A(w) 是 至 al(w}) 中 一 切 过 程 全 完成 时 所 用 的 最 少时 间 , 我 们 对 标点 的 
次 数 进 行 数学 归纳 法 .对 于 首次 标志 (标志 s) ,命题 显然 成 立 . 设 第 n 次 标志 的 是 
vAtvw,) 是 至 alw,) 中 过 程 件 完成 时 所 用 的 最 短 时 间 , 往 证 对 第 n +1 次 标志 的 
顶 v ,At 是 到 eta。 ) 中 过 程 全 宽 成 所 用 的 最 短 时 间 , 事 实 上 ,由 算法 的 
(2), max fCu}y+ 41(e)! 是 a(w,,i) 中 的 过 程 全 完成 所 用 的 最 小 时 间 , 所 以 命题 


对 第 ， +1 次 标志 仍 成 立 ,至 此 证 明 出 (1 ) 即 全 工程 的 最 短 总 工期 , 即 w(z) 中 过 
程 全 结束 时 的 最 时 时间， 


7.3 有 癌 Hamilton 图 


本 节 考 虚无 环 与 平行 边 (两 端 及 方向 和 皆 同 的 边 ) 的 所 谓 严 格 有 向 图 G ,GG 中 含 
所 有 的 质 的 有 向 图 称 为 有 向 Hamilton 图 ,含有 向 Hamilton 嘻 的 有 向 图 则 做 有 问 
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Hamvilton 图 . 
本 闻 用 介 以 下 符号 
6 = min ld 《oj， 
9 = min ld (wo)!. 
(S， 六 表示 尾 在 $ 头 在 工 的 边 子 集 ,其 中 S,TC YIG) ,SP 站 T= 好 .对 于 强 
连 骨 的 范 赛 图 ,有 下 和 面 的 证 圈 冠 理 . 
定理 7.7 设 G 是 强 连 通 竞 赛 图 ,YY w€E V{G), 则 中 存在 有 阶 圈 ,w 在 此 上 
阶 圈 | ,k=3,4,…，V(GY)， 
证 全 gd) 表示 以 顶 ， 为 尾 的 边 之 头 组 成 的 集 台 ,N (wu) 表示 以 为 头 
的 边 之 尾 组 成 的 集合 , ¥w EV(G) ,我 们 用 数学 归 岗 法 证 明定 理 了 .7. 
归纳 法 起 步 :w 在 一 个 有 向 三 角形 上 上. 
捉 实 上 ,由 于 GG 是 强 连通 赛 图 , 取 5S = 
NN (a),T 了 TN {xw). 由 于 强 连 通 , 每 项 “有 进 有 
出 ”显然 S$ 共 好 ,了 天 下 (SS 了) 天 人 茹 , 见 图 7.7. 
于 是 可 找到 ES, 记 寺 下 ,使 得 以 为 尾 的 有 癌 
边 wEEE(G). 可 网 在 全 wre 上 ,全 wine 起 二 
/ 阶 有 向 圈 ， 
到 归纳 法 人 很 设 : 侵 在 GG 中 长 为 3,4,5*… ,上 
~ 的 有 向 围 二 ,as|V(G) -1|. 
归纳 法 净 推 : 往 证 GG 中 存在 合 & 的 n+t 阶 
图 . 
由 归纳 法 假设 ,wx 在 -- 个 n 阶 圈 . 


5 T C= 记 生 1 可 
上 ,其 中 二 ww =. 

(1) 若 存 在 EV (GG) 一 V(C,),v 是 尾 在 
C, 上 的 一 边 之 头 ,是 头 在 C， 上 的 男 一 边 之 尾 , 见 图 7.8. 那么 可 以 找到 C, 上 的 两 
个 磺 匀 与 名 ,www ERECG) ,于 是 得 到 其 +1 的 含 wx 的 圈 . 

人 二 

(2) 如 寻找 术 到 1 ) 中 的 那 种 >. 

取 S 为 VC(G) -V(tC,) 中 尾 在 CG 的 边 之 头 组 成 的 集合 , 醋 为 VY(G)- 
VO,) 中 头 在 局 , 的 边 之 尾 组 成 的 集合 .由 于 G 基 强 连通 竞赛 图 , 故 S 关 全, 丁 闫 
入 了) 闫 说 .可 以 找 和 色 人 5.ww 盛 T 了 ,vwEE(G), 风 图 7.9. 于 是 有 含 & 的 
ni 十] 阶 疾 CC,,: 


图 7.7 
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Ou = HU CU Vg, . 


[i 


定理 7.7 给 出 了 一 个 强 连通 赛 图 C 的 | 分“ 强 "的 性 质 : 过 它 的 每 个 项 可 以 在 
G 上 画 出 一 个 有 向 3 阶 圈 、 有 向 4 阶 圈 .有 癌 5 阶 轿 ,…, 和 和 有 向 Hamilton 圈 ; 这 就 
确认 了 强 连 迁 赛 图 G 的 充分 必要 条 件 是 赛 图 G 是 有 问 Hamilton 图 ;而 且 强 连通 
赛 图 上 有 从 3 到 | VCG)1 各 种 长 度 的 有 向 渍 ,此 即 所 谓 泛 圈 性 质 .值得 注意 的 是 ， 
一 般 图 是 否 有 泛 圈 性 质 是 一 个 尚 林 得 解 的 大 难题 . 

下 而 讨论 一 般 有 向 图 为 有 | 犁 Hamilton 图 的 充分 条 件 . 

定理 7.8 设 Pius ,wi) 是 严格 有 向 图 G 中 的 最 长 有 问 轨 , 则 


> 1 
E({Pluo, wo)) | > maxid ,81. 


证 ”不妨 设 maxi6 ,6 1 =6 (不 然 把 白 的 各 边 反 向 ) ,大 P(two ,wo) 的 长 度 小 
手 8' ,严格 有 向 图 G 中 必 存 在 以 wo 为 尾 的 边 vw ,ww 全 VLPCwo vo; 见 图 ?7.10. 
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网?7.10 


事实 上 ,从 mm 发 出 的 边 至 少 6 荣 , 而 P(two, wo) 的 长 度 小 于 8 时 ,Pt un， 
cz 上 的 异 于 mm 的 顶 少 于 5 .所 以 POwo ,vwo) 上 "接收 "不 了 从 vo 出 发 的 边 , 必 有 
一 条 从 mm 出 发 的 有 疝 边 ,其 头 w 和 EV (DP(wo ,wo0)). 这 样 G 中 的 有 疝 轩 P(tw, wo) 
可 延长 成 有 向 轨 xzo…az ,与 POwo, vo) 是 G 中 最 长 畦 矛盾 .证 毕 . 

推论 7,1 并 格 有 向 图 中 有 长 度 大 干 max13 ,5 {的 有 问 图 . 

证 不妨 设 max18' ,6 1 = 人 ,由 定理 7.8, 严 格 有 向 图 G 中 存在 一 条 最 长 
办 PCwo, vo), 其 长 不 小 于 max15' ,57 ||, 而 从 wo 出 发 的 每 条 有 向 边 的 涉 首 在 
Playu) 上 ,又 df (vwo) 实 8 1 , 故 会 出 现 长 至 少 为 maxj16 ,8 | +1 的 有 了 右 圈 , 见 

图 7.11. 让 毕 . 


证 车 定理 7.9 中 所 述 的 图 G 不 是 有 向 Hamikon 图 , 设 其 最 长 的 有 辐 题 C 长: 


C= wv UV]. 


定理 7.9 min13 ,9 [> 1VCG)| > 的 严格 有 向 图 G 蚌 有 向 Hamilton 网 . 


由 推论 7.1,G 中 有 长 度 不 小 于 方 | VCG)1+1 的 有 向 轿 , 故 #> 子 1V(G)|. 
设 P(u,v) 是 GV(C) 中 的 最 长 有 向 轨 ,P(w,o) 长 w, 则 ( 见 图 7.12) 


VG) 1 这 k++1> 讨 1 VCG) I+ m+l 


?7.3 有 加 arilton 图 : 149 ， 


HW 1 


wiry el 
3 I VG) | 1 < VG)T. 


今 
S= |ilv a EE EC(COIN,T= |il vw, EE(G)!, 
其 中 vw .1 ,wv, 是 C 上 之 顶 ,w 与 v 是 上 述 最 长 轨 之 起 止 顶 . 
因为 Plu,v) 是 G 一 V(C) 中 的 最 长 轨 , 敦 
N (uC VP UY VOC). 
尾 在 C 上 以 ww 为 头 的 边 之 条 数 为 | S| , 尾 在 PP 上 以 & 为 头 的 边 之 条 数 为 


ds,(u) En, 
所 以 
Si 了 1 VG) -om 
相似 地 
| 于 [2 了 了 1 VIG) 1— mm. 


由 于 让 < 了 了 1V(G)1, 所 以 5 与 工 等 非 空 , 量 


IS I+ TI2EI V(G}) |- 2m. 
再 用 一 下 | VC(G)i 守 kt+ m+1, 得 
ISI+11TI 守 kk-m+l1. 
如 果 { 大 江 》 
5sNT= 人， 
则 有 
ISUTI2E-m+i+l, 
由 于 S 关 绕 , 了 关 几 ,SN 中 T= 邮 , 故 存 在 i1,1EN, 使 得 i€S,i+1ET, 且 
i+jESUT, li 
这 里 的 运算 在 modk 意义 下 进行 .由 
ISUTI2E-m+l1 及 i+jESUT, ljie!l 
知 [所 澡 , 故 { 见 图 7.12) 
Cv uP vv 
是 有 向 图 (其 中 CC, 表示 CI 起 于 % 止 于 mm 的 部 分 ), 其 长 为 &+ 而 + 一, 比 人 
长 ,这 与 C 是 G 中 最 长 的 有 向 轿 相 违 .因此 定理 7.9 成 立 . 
下 面 证 明 S 门 T= 乡 , 若 某 个 i 在 SNT 之 内 , 则 G 中 会 有 长 上 + mw + 1 的 有 
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图 7.13 


向 圈 Cv iaPfayajsna ,此 与 号 是 的 最 长 圈 韦 盾 , 磷 S 门 了 = 安 . 证 毕 . 

有 向 图 的 理论 非常 丰富 ,本 章 仅 就 有 向 图 的 三 种 连通 性 ( 弱 连 通 . 单 连通 与 强 
连通 ) .有 向 轨 , 有 向 圈 、 有 向 Euler 图 与 有 向 Hamilton 图 以 及 竞赛 图 进行 了 重点 讲 
解 .应 当 小 心 的 是 ,有 问 图 与 其 底 图 昌 有 联系 .但 表 班 出 来 的 图 论 性 质 往往 有 区 列 
甚至 差异 极 大 .例如 ,有 向 图 中 最 长 轨 的 长 度 简直 与 其 底 图 的 最 长 轨 的 长 度 没 有 多 
少 联系 ,倒是 与 底 图 的 色 数 有 关 . 


习 题 


1. 把 KK: 定向 成 赛 图 ,有 几 种 定 同方 式 ? 

2. 证 栈 无 向 图 G 有 一 种 定向 方法 ,使 得 其 最 长 有 疝 轨 不 超过 G 的 最 大 项 次 数 . 

3. 已 知 有 向 图 如 中 无 有 向 败 , 求 8 与 人 . 

4. 记 "是 有 癌 图 G 之 每 边 的 定向 反 向 之 后 得 到 的 有 向 图 ,求证 G 强 ( 单 ) 连 通 当 且 仅 当 
G' 强 ( 单 } 连 通 . 

5， 这 赛 图 不 是 强 连 遂 图 ,最 少 改 变 几 条 边 的 方向 ,可 司 它 变 成 有 癌 Hamilton 图 * 

0,， 在 不 少 十 三 名 运动 员 的 个 人 循环 赛 当 中 ,大 平局 ,无 大 全 胜 , 则 必 出 现 申 胜 乙 , 乙 性 内 ， 
再 又 胜 申 的 现象 . 

7. 存单 旺 妖 村 上 定向 一 个 单 向 行驶 路 线 图 ,使 任 两 点 甲乙 间 不 是 甲 可 达 乙 ,就 是 乙 可 还 甲 . 

8. 把 单 旦 妖怪 定 问 成 强 连 通 有 疝 图 . 

4， 赛 图 不 是 有 向 Hamilion 图 , 则 它 有 惟一 的 王 . 

10. 证 明 , 质 数 不 小 于 3 的 竞赛 图 中 有 得 分 相 癌 的 项 的 充 要 条 忻 是 此 图 中 有 长 3 的 有 问 刚 ， 

11. 证 明 第 7.1 节 命 题 1 ,命题 2 与 命题 3. 


第 八 草 ”最 大 流 的 算法 
8.1 2F 算法 


1962 年 ,Ford 和 Funlkerson 对 下 述 实 际 问 题 给 出 了 一 种 有 效 算法 ,我 们 简称 
其 为 2F 算法 . 

把 一 种 商品 从 产地 通过 铁路 或 公路 运往 市 场 , 交通 网 络 中 每 一 路段 的 运输 能 
力 有 一 定 限 度 . 问 如 何 安排 运输 ,使 得 运输 最 快 ? 这 个 问题 在 运输 调度 丁 作 中 是 重 
要 内 容 之 一 , 它 也 是 运筹 学 中 许多 问题 的 模型 . 

上 述 实际 模 的 图 论 模 型 表述 如 下 : 

设 G 是 弱 连 通 严 格 有 向 加 权 图 ,GE YICI) 称 为 源 ,ztE VCG)- isi 称 为 江 
( 坑 ) ,每 边 e 之 权 cfc) 称 为 边 容 量 , 这 时 称 GG 于 定义 了 了 - -个 网 络 , 记 成 N(G,s,t， 
cte)) .在 EE(G) 上 定义 一 个 隙 数 fle);E 一 R,f(e) 满 足 

CHAO fle) cle), ee €E ECG), 


C2) > fle) = 人 uvE VI(G)- ts,tl, 


站 人 


其 中 wfvwv) 是 以 vw 为 涉 的 边 集 ， 有 是 以 v 为 尾 的 边 集 . 称 上 述 商 数 了 为 网 络 和 N 
上 的 流 琢 数 ,简称 流 . 称 
FF= 六 ee)- > fle) 
rE ir) rE 

为 流 孙 数 的 流量 . 

(C1) 表示 在 路 段 。 上 单位 时 间 的 承运 量 不 得 超过 该 路 段 的 最 大 承受 能 力 
cte) A 与 非 坑 巧 的 进出 货物 量 相等 , 即 中 转 站 不 装 相 也 不 
印 车 .下 = 全 ,fe ” Fe) 表示 进入 坑 的 货物 总 量 与 运 出 坑 的 货物 名 量 之 


ER 


差 ， 即 坑 ( 汇 ) 中 净 收 入 的 货物 量 
我 们 的 目标 是 制定 运输 方案 j(e), 使 得 F 最 大 ( 称 有 最 大 流量 的 流 fe) 为 最 


大 流 ). 
设 SCVGG),sES,t1ES= V(G)- 3. 则 称 (S,S) 是 网 络 的 - :个 截 
C(S) = 2 (oe) 
,9 


为 截 (S,S) 的 截 量 . 
截 量 C{S) 表 示 从 S 中 的 各 站 运往 S 以 外 各 站 的 货物 量 的 一 个 上 界 . 由 于 除 
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s 与 外 ,其 他 关 皆 中 转让 .所 以 CCS) 也 就 是 单位 时 间 从 :运往 : 的 货物 量 的 一 个 
上 漠 . 
定理 8.1 对 于 任 一 截 (S,S), 成 立 公式 


FPF- YW He- ™ fle). 


种 亲生 业 > 和 cE 
证 ”出 于 
F = py fe) ~) {1) 
0 = 3 AO So, vE VIG)— 1s,t|, (2) 


考虑 uvES 一 1 时 的 (2) ,与 (1) 式 相 加 , 则 所 得 等 式 左 端 为 下 ;对 于 边 。= cy, 在 
(2 中 因为 我 们 只 考虑 5 .中 的 项, 所 以 不 考虑 头 尾 皆 在 S 中 的 边 e= xy. 上 下面 
分 情形 讨论 之 . 

(i) xy 和 ES, 这 时 对 于 y 在 (2) 中 出 现 正 的 fte), 对 于 z 在 (2) 中 出 现 负 的 
re), 开 相抵 消 ， 

(ii) 全 S,yES, 这 时 ee=xyE(S,S), 右 问 只 出 现 f(e) 的 正 项 . 

[ii) rES,vES, 这 时 ee= .ry= (S,S), 右 问 只 出 现 负 项 . 

由 (0 让 知 定理 8.1 上 成 立 .证 毕 . 

从 直观 上 看 ,由 于 中 转 站 的 吞吐 量 抵消 ,所 以 从 S 流入 5S 的 量 区 2 关 f{e) 减 


去 从 5 倒流 流 回 S 的 量 之 、 Ae) 理应 应 是 汇 ( 坑 ) 中 的 净 收 人 , 即 
F = i fe) - A fe) 


二 二 和 


推论 8.1 对 任何 流 丙 数 7 和 任意 截 (S， 5), 


FC(S). 
证 ”由 定理 8.1， 
>， fo) 2 fe). 
rE LS,S) 
而 0 所 fl(e) 筷 cle) ,所 以 
FV fleo)a > cle) = CS). 
| PE 
还 毕 . 


推论 8.2 若 F=C(CS), 则 下 是 最 大 流量 ,CCS) 是 最 小 截 量 . 

在 2F 算法 中 ,需要 对 网 络 的 项 进行 标志 ,事前 我 们 约定 一 些 本 语 和 规定 如 
下 : 

( 甲 ) 车 e=arEE(G),z 已 有 标志 ,而 wv 尚未 标志 , 且 边 。 术 满 载 , 即 
cfte)> fte), 则 称 党 e 可 向 前 标志 vw, 且 规 定 


8.1 2F 算 法 。153 ， 
Ate)}= cle) — fe), 
标志 了 边 . 
{着 e=rxyEE(G),Y 已 有 标志 ,而 xz 尚未 标志 ,日 Fe)>0, 则 称 沿 e 
可 向 后 标志 顶 r, 且 规定 
Ale) = fle), 
标志 了 边 e. 
2F 算法 (从 0 值 流 函 数 逐 次 通 近 最 大 流 ): 
(1) 取 初 始 流 函数 f(e) 二 0， e€ FF(G). 
(2) 标志 顶 , ,其 他 硕 未 标志 . 
(3) 选 一 个 可 向 前 或 可 向 后 标志 的 顶 vw, 车 选 不 到 这 种 顶 ,中 止 , 得 到 的 流 
颗 数 即 为 最 大 流 ( 指 其 对 应 的 流量 下 最 大 ); 若 可 选 得 性 , 则 进而 标志 ww 且 标 志 边 
e; 若 v= 1, 转 (4) ,否则 转 (31. 
(4) 设 已 得 一 条 标志 子 的 无 癌 轨 se1 weyv2…et, 取 她 = min 14te,)|, 若 在 
有 向 图 总 中 = ,v(ts= v0;t = ), 则 
fe) fle,)+Aa. 
若 e 在 有 疝 图 G 中 为 e = vw， 1, 则 
fle) fe)— 和 A. 
(5) 转 (2). 
上 述 算法 的 思路 是 沿 一 条 可 以 改进 流量 的 胃 最 大 限度 地 增加 从 S 流 人 S 的 
量 ,减少 从 5 任 流 回 S 的 量 , 调 整 的 最 大 限度 是 4A. 从: 走向 上 的 所 谓 前 进 边 e 的 
潜力 是 A(e)=cte)- fte). 从 t 走向 s 的 逆行 边 e 上 的 改进 潜力 为 4(e 一 ye， 
点 三 mini4(e 六 是 轨 alex 和 me 上 各 边缘 可 接受 的 最 大 调整 数量 . 


竹 次 调整 至 少 使 流量 增加 1(c(e) 是 自然 数 ), 而 流量 不 会 超过 》) c(e), 涪 


et Et 
明 最 大 流量 是 一 个 有 界 量 . 所 以 经 2F 算法 有 限 步 之 后 即 可 得 最 大 流 . 
定理 8.2 2F 算 法 止 时 的 流 函 数 是 最 大 流 ,其 流量 等 于 G 中 最 小 截 量 ( 瓶 弄 


量 ). 
证 设 S 是 2F 算 法 终止 时 ,最 后 一 轮 从 :起 达 不 到 1 的 标志 过 程 中 得 出 的 得 


到 标志 的 顶点 组 成 的 集合 ,这 时 
AD - (cle), e €(S,5), 
1 0, eeE{S,Ss), 
不 然 还 会 得 出 新 的 不 属于 S 的 标志 顶 .由 定理 8.1. 
F= SF- VM fle) = > ele) = C(s). 


:ELSI P 信 【号 ,与 ) cE SS) 
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由 推论 8.2,F 是 最 大 流量 , f(e) 是 最 大 流 ,(S,S) 是 最 小 截 且 最 大 流 流 量 等 于 最 
小 截 截 量 .证 毕 . 

出 定理 8.2 及 推论 8.2 ,我们 得 到 

推论 8.3 了 是 最 大 流 ,(sS,5) 是 最 小 截 的 充分 必要 条 件 是 了 的 流量 下 等 于 
(S,S) 的 截 量 CtS). 

推论 8.3 就 是 图 论 中 有 名 的 双 最 定理 , 它 是 网 络 理论 中 的 核心 定理 ,在 运筹 学 
和 离散 数学 当中 有 它 的 许多 应 用 .例如 下 一 章 中 我 们 会 应 用 双 最 定理 来 研究 图 的 
连通 程度 等 问题 ， 


”8.2 Dinic 分 层 算法 


1970 年 ,Dinic 举 了 一 个 “ 坏 例 "来 揭露 2F 算法 的 弱点 , 抑 图 8.1 ,如 果 在 执行 
2F 算法 时 ,通过 轨道 ruut 与 suvt 交替 地 进行 增 载 逼 近 , 则 需要 2 次 增 载 运算 ， 
这 种 事 是 在 合理 的 时 间 内 无 法 完成 的 . Dinic 设 
计 了 -种 所 谓 分 层 算法 ,可 以 避免 求 最 大 流 时 ， 
其 运算 的 时 间 复 杂 度 依赖 边 权 大 小 的 缺点 . 

Dinic 把 2F 的 “ 沿 。 可 向 前 标志 "或 “ 沿 e 
可 向 后 标志 "的 边 e 称 为 "有 用 边 ” 

Dinic 分 诗 算 法 : 

(1) Veils| Te 人 0. 

(2) 了 < 了 | 人 VS, 且 存 在 从 Y 中 
某 顶 与 w 之 间 的 有 用 边 :. 

图 8.1 (3) 车工 = 他, 正 , 现 阅 络 上 的 流 即 最 大 
流 . 

(4) 若 1ET, 则 1 一 i+1,V< 一 tz| ,J 上 . 

(5) 令 Vs 一 了 工 , 增 大 i, 转 (2). 

上 述 算法 得 的 (0 所 ;所 门 叫做 第 ; 层 , 仅 相 邻 两 层 间 有 边 , 那 是 从 层次 低 的 
层 中 之 天 到 层次 高 的 层 中 之 顶 间 的 有 用 边 ;得 到 的 这 个 了 网络 叫做 层 状 网 络 . 

定理 8.3 Dinic 分 层 算法 止 于 (3), 则 现 网 络 上 的 流 f 是 最 大 流 . 

证 取 S= 也 Vi, 则 (S,5S) 中 的 边 e=uws 满 是 f(e)=c(e), 否 则 。 是 从 ”到 
v 的 有 用 边 , 与 = 好 矛盾 ,相似 地 ,在 (3S,S) 中 的 边 e= ww 满 吓 f(e)=0. 由 定理 
8.1, 


F= Y fle)- > fle)= > fle)} = 2 ele) = C(8), 
FE re rE et {SS,3) 
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由 推论 8.2,f 是 最 大 流 . 证 毕 . 

如 果 分 层 算法 不 止 于 其 第 (3) 步 ,我 们 点 如 何 利用 得 到 的 层 状 网 络 来 逐次 通 近 
最 大 流 ?” 

江原 来 网 络 中 的 流 为 A, 忆 是 层 状 网 络 中 从 六 刘 Y 的 边 子 集 , 蔡 ee= wwE EE， 
则 令 
je -Fe uE VV, vuv€ V, 
fle), UE Vi #EV. 
( 嘴 e= wo 上 可 增 载 的 上 界 .我们 把 层 状 网 络 的 边 权 取 成 rte), 取 初始 流明 数 
te) 二 0, 且 把 层 状 网 络 的 边 定 问 成 从 V， ,指向 Y ( 按 的 原来 方 回 可 能 蛮 成 其 
友 同 ). 

若 析 层 状 网 络 中 ,每 笨 从 到: 的 轩 

St Ta nt 

上 至少 有 -… 边 e ,满足 Fe)=cte) ,其 中 必 , EE V,,e 马 E, 则 称 了 为 层 状 网 络 上 
的 一 个 极 大 流 ， 

层 状 网 络 上 的 极 大 流 未 必 是 最 大 流 ,但 如 困 能 求 得 层 状 网 络 上 的 一 个 极 大 流 
了 , 则 可 把 原来 网 络 上 的 流 f 改进 成 更 大 的 流 六 ; 

| 六) + 站 ee 在 Oh 人 
fle) =4fl) fle), e= wuEREG), wu€EV, vEV,, 
‘fle), 其 他 . 

在 难看 出 广 (e) 满 足 CC(1) 与 C(2), 产 的 流量 广大 于 下 的 流量 下 

如 此 我 们 从 原来 网 络 上 的 流 函 数 f(e) 用 分 屋 算法 求 得 层 状 网 络 N, 如 果 设 计 
-个 求 层 状 网 络 NN 上 极 大 流 的 有 效 算法 , 则 可 以 把 流量 数 改 进 成 广 . 我 们 把 这 一 
过 程 称 为 “一 - 轮 ", 所 得 层 状 阅 络 的 最 后 -~- 层 的 脚 标 ! 称 为 层 状 网 络 的 层 数 .用 i 
表示 第 到 轮 所 得 层 状 网 络 的 层 数 .下 面 给 出 层 状 网 络 上 求 极 大 流 的 算法 . 

极 大 流 算法 : 

《1) 把 晨 状 网 络 N 上 的 每 条 边 。 标志 “未 堵塞 ,ff(e)*0. 

(2) 局 

(3) 若 无 未 堵塞 的 边 e= sw ,xz 在 下 - 层 , 则 (ao 是 墙 死 端 ) 执 行 

(3.1) 荐 5s 三 v, 上 上 ,了 妈 极 大 流 . 

(3.2) 从 5 移出 项 部 的 边 e = wv. 

(3.3) 标志 。 堵塞 ,w+* uw. 

(3.4) 转 (3). 

(4) 选 一 未 堵塞 的 边 ec= vu yu 在 下 一 层 , 把 e 放 入 5S 中 ,vw, 若 vw 隆 1, 转 (3). 
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(5) 5S 中 的 边 构 成 一 个 可 增 载 轨 
SE UI EI Ya Wr et, 
(5.1) A* min {cle,)™ fle,)!. 
(5.2) 对 每 个 Tsis fej 呈 f(e)+A; 当 (le,)=cte) 时 ,标志 堵 著 ， 
(5.3) 转 (2). 
定理 8.4 上 述 Dinic 算法 必 可 求 得 最 大 流 . 
证 只 从 证 点 是 严格 递增 的 .这样 ,分 层 只 能 进行 不 超过 | YIG)i -1 次 , 即 
对 所 得 之 流 蚌 数 不 能 再 分 层 . 从 而 由 分 层 算法 知 得 到 了 最 大 流 . 
下 证 若 第 上 + 轮 不 是 最 后 一 轮 , 则 疡 ， > 到， 
设 存 上 +1 轮 的 层 状 网 络 中 ,有 从 ; 到 上 的 长 总 的 轨 


Pils,t) = "Te . 
了 ) 31 2 33 14] i 


对 于 Pts ,+t) 人 的 顶 是 否 都 在 第 上 轮 层 状 网 络 上 出 现 , 分 别论 证 如 下 . 

(1) Pls ,1) 上 一 切 顶 都 在 第 大 轮 的 屋 状 网 络 上 出 现 过 . 

V 表示 第 上 轮 层 状 网 络 上 第 ; 尽 中 的 顶 组 成 的 集合 ,我 们 米 证 明 命题 : “各 
Vi 则 mr . 

二 人 时 ,ww 二 5 ,Vo 三 131 ,这 时 命题 成 并 . 

假设 vw_ EV 里 mw 主 n 已 成 立 ; 着 vs EV ;va 全 ,县 记 委 n+1, 由 归纳 法 
假设 ,这 时 训 宇 n,m 1n+1 妈 力 各 n++1, 帮 和 +T1 帮 人 Vv Ves 
p>ntl 今 vi 人 EV VV, 3V, 不 是 邻 层 , 这 不 可 能 . 故 只 有 p 扩 m+1. 人 至 此 
由 数学 归纳 法 证 明 命 题 对 Pts,:) 上 对 的 足 标 m,n 成 立 . 

现 1== vw， ,1E VV, ,所 以 1.1 之 1 ,我 们 来 证 这 个 式 子 中 的 等 号 不 成 立 . 

反 证 之 , 若 人 ， 二 已, 上 面 我 们 已 公设 P(s,z) 上 的 顶 在 第 轮 的 层 状 网 络 上 
都 出 现 过 ,此 轨 上 的 边 在 第 & + 1 轮 层 状 网 络 上 用 过 , 则 在 第 上 轮 层 状 网 络 上 也 用 
过 , 且 P(s,i) 整 个 在 第 上 轮 层 状 网 络 上 ,此 与 第 大 轮 得 出 过 极 大 流 矛盾 . 

(2) Pts,t) 上 存在 第 轮 层 状 网 络 中 不 出 现 的 项 . 

今 6 ,1 二 vv 1! 是 对 某 个 ,vs , 但 wi 不 在 第 上 & 轮 层 状 网 络 上 出 现 . 
则 。 ， 在 第 上 轮 的 层 状 网 络 中 未 用 过 ,e, ,1 在 第 上 +1 轮 开始 时 有 用 , 故 在 第 六 轮 
开 妈 时 也 有 用 .由 分 层 算法 (4), VY, ,1 = iti,n+1= 如 .于 是 w 守 n,m+1 守 ni] 
= 又 wwiil 关 才 鼓 上 >m+1, 所 以 机 ,1 之 机 .证 毕 . 

Dinic 求 最 大 流 算法 的 时 间 复 杂 度 是 OU V 11E1). 

例 8.1 求 图 8.2 的 网 络 中 从 源 ; 到 汇 : 的 最 大 流 及 其 流量 ,图 上 各 边 e 上 标 
出 的 第 一 个 数 是 cf(e) ,第 一 个 数 是 f(e). 


“8.2 Jinic 分 层 算 法 


解 ” 初 始 流 如 图 8.3 


图 8.4 是 第 一 轮 层 状 网 络 及 其 上 的 极 大 流 ， 

分 四 层 如 下 :VY = js VD = oo VD=iv,w!,V =1|t|. 
图 8.5 是 通过 图 8,4 中 的 极 大 流 改 进 后 所 得 的 流 f(e). 

图 8.6 是 第 二 轮 层 状 阿 络 及 其 上 的 要 大 流 . 


" 157 。 


图 8.4 图 8.5 
中 .了 5 3 在 [ee 
作 一 一半 一 下 一 笋 一 一 时 一 > 一生 一 舍 t 
如 Ua D1 Dy 
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of 2 Ale), 


-Rr) 
即 Ace) 是 N 中 满足 C (2). 旋 He) 是 N 中 可 行 流 . 若 f(e) 是 N 的 可 行 流 , 邻 
fle}~ble}, ee€ ElG), 
fe) = 1 c (e), eeEalt) 或 e € Bls). 
则 容易 验证 F (ee) 是 N’ 中 的 使 从 :出 发 的 一 切 边 e 满足 广 (e)= ct{e) 的 最 大 流 . 
由 定理 8.5, 求 有 上 下 内 的 网 络 N 上 的 最 大 流 的 步骤 如 下 : 
(1) 画 出 N 的 伴随 网 络 N . 
(2) 求 中 的 最 大 流 三 ， 
(3) 检验 广 是 否 使 N 中 出 * 的 边 e 缘 满 足 
fle)= ce)， 
否则 ,NN 上 无 可 行 流 ; 是 , 则 N F 有 可 行 流 f(e)， 
fle)} = fF (e) + ble). 
(4) 车 已 得 可 行 流 fte) , 则 用 2F 算 法 
或 Dinic 分 层 算法 在 N(G,s,t,cte)) 中 把 
f(te) 放 大 , 求 得 其 最 大 流 ( 这 时 已 无 需 考 虑 
35 下 界 pfe)), 即 得 N(G,s,1,bte),cle)) 
上 的 最 大 流 . 
I 例 8.2 求 图 8.10 中 有 上 下 界 的 网 络 
上 的 最 大 流 . 
6 解 8.10 边 上 标的 两 个 数字 分 列 
是 5te) 与 {ee); 构 必 的 伴随 网 络 如 图 
8.11, 边 上 标的 第 一 个 数 是 c'(e), 第 二 个 
及 2.8 数 是 产 (e) .我们 看 到 出 :的 边 e 皆 满 足 
(le)=e {e). 所 以 由 定理 8.5, 网 络 8.10 
上 有 可 行 流 : 
fle)= fF (e+ ble), 
在 图 8.12 中 , 边 上 标的 第 一 个 数 是 c(e), 第 二 个 数 是 f(e). 
用 2F 算法 把 图 8.12 中 的 流 fte) 放 大 成 图 8.13 中 的 最 大 流 , 其 最 大 流量 为 


F= Sfle)- VY fle)=6+4= 10. 
ry 


站 = 瑟 本 
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的 和 


8.4 ”有 供需 要 求 的 网 络 流 算法 


-种 商品 由 若干 产地 提供 ,通过 公路 或 铁路 网 运往 行 干 需求 地 .每 个 产地 的 伐 

应 量 有 一 定 限 度 ,每 个 需求 地 的 需求 量 也 不 能 少 于 某 一 定额 ,每 段 路 的 运输 能 力 有 
一 定 的 容量 限制 , 问 应 如 何 安排 运输 ,使 得 在 不 超出 运力 及 供应 能 力 的 条 件 下 , 满 
足 每 个 需求 地 的 需求 ” 

这 -- 实 际 问 题 的 数 党 模型 下 : 

证 N(UG, 久 ， Yo te)) 旦 -- 个 网 络 , 关 = {ry r Y= | yi 3 
y, | ;, 针 是 源 集合 , Y 是 汇集 合 . 

存在 一 个 非 负 整 值 函数 s(x,) ,x, EX 与 非 负 整 值 阴 数 pty,) ,YE Y,o(l,) 
称 为 z 的 供应 量 ,ofw ) 称 为 y, 的 需求 量 , 求 N(C ,X,Y .clr)) 上 的 一 个 流 函 数 
f(te), 使 fie) 满 足 

CO) OS fe ) Eche). 

C2) YuEX, veY 时 ， A 及) 一 >, fte). 


rE Bw} 


C3) > Fe)— 、， es 
rE ee mi) 


CA) NY Re Do) flodBply) 7 1,2 Nn. 
rE oty) 1 


满足 C(1) ,C0),CC3) 5 C(4) 的 流 称 为 有 供需 要 求 的 可 行 流 . 

有 供需 要 求 的 可 行 流 林 必 存 在 ,可 能 发 牛 供不应求 的 现象 ,下 面 的 定 埋 给 出 了 
有 供需 划 败 的 可 行 流 存在 的 充分 必要 荣 传 . 

定理 8.6 存在 有 供需 要 求 的 可 行 流 的 充分 必要 条 件 是 

CIS) olY NS)- olX NN 5), 

其 中 S 是 V(G) 的 任意 子 集合 ,5= V(G)~ S,p(Y 门 $)= Ds 2 0) 
ot XS)= A 

证 ” 构 作 附加 网 络 N 如 下 ; 

(1) 在 NN 上 增加 两 个 现 .r, ,yo 

(2) 加 新 边 rm ,日 使 (ry,) = or,). 

(3) 如 新 边 yyoy 一 ,2 ,nn 入 令 c 人 yy0)= pl) 

(4) .ro ,Yo 分 别 作 为 N 的 沽 与 汇 . 

不 椎 看 出 ,N 中 有 人 可行 流 的 当 且 仅 当 N’ 中 有 使 截 CY ,| yoi) 中 每 边 。 皆 满 足 
F 广 (eefe) 的 流 函 数 三 . 


N 中 的 流 广 使 (Y ,1 每 边 e 清 足 太 ffe)=cfe), 则 此 流 是 N 中 的 最 大 流 . 
所 以 N 中 有 可 行 流 当 且 仅 当 对 N 的 每 个 截 (SU icroi SU 有 成 立 


CS Up(Y) = > p(w), 


fm 


当 卫 仪 当 
CS,S} + ol(Yh SS)y+ol¥ NM 5) o(Y), 
当 且 仪 当 
CES,S) oT) -oY NM 8S)-olxX NN Ss), 
当月 仪 当 | 
(CSS Eo(Y | S}- olX 8). 
计 毕 


由 定理 8.6 的 证 明知, 窝 求 有 供需 要 求 的 网 络 中 的 可 行 流 ,首先 构 作 一 个 附加 
网 络 N {如 定理 8.6 所 述 的 方法 去 构 作 ) ,再 用 2F 等 算法 求 N 中 的 最 大 流 广大 了 
使 截 (Y, | yo 1) 中 的 每 边 e 满足 fle)=cte), 则 了 是 N 中 的 可 行 流 . 

本 音 介 绍 了 求 最 大 流 的 2F 算法 和 Dinic 算法 ;对 于 有 上 下 界 的 网 络 介绍 了 授 
过 伴随 网 络 求 可 行 流 的 方法 ;对 有 供 寡 要 求 的 网 络 , 介 绍 了 通过 附加 网 络 求人 条 行 流 
的 方法 .这 些 算法 虽 有 些 繁 琐 难 记 , 但 都 是 思路 巧妙 的 有 效 算 法 .对 解决 离散 数学 
中 的 许多 实际 问题 十 分 好 用 . 另外 ,本章 建立 的 最 大 流量 等 于 最 小 裁量 的 所 谓 双 最 
定理 则 是 图 论 的 最 重要 的 定理 之 一 ,下 一 章 它 就 会 有 大 用 . 


习 是 


] 若 网 络 NGG ,ss,tctej) 中 ,不 存在 从 源 ;到 坑 : 的 有 向 轨 , 求 N 的 最 小 戴 量 . 
2 求 图 8.14 中 的 最 大 流 .其 中 ; 是 源 ,+ 是 汇 , 边 上 标的 是 cte). 


图 8.14 


3. 车 (5,S) 与 (TT, 丁 ) 蕴 网络 NEG,sst,cle)) 的 最 小 截 , 则 :SU T, SUT) 与 1S 门 个 ， 


3 和 二) 也 是 最 小 截 , 试 加 证 明 
4 一 种 商品 的 二 个 产地 为 x ,x ,x ,产量 分 别 为 5,10,5:w , ,ys 是 需求 地 . 需求 分 别 
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一 -一 一 一- -一 一 - 一 一 一 一 一 - 一 一 一 一 -一 一 


- 一 一 四 on 


为 5.10,5. 问 wm ,yz ,ys 的 需求 是 否 皆 可 同时 满足 ?网 络 的 边 上 标的 是 cte) ,网 图 有 .15. 


图 8.15 


5. 对 于 网 络 N15s ,1 ,cle}) ,其 每 个 硕 wEE(G) - it 有 一 个 项 容量 co, 部 过 通 > 
的 流量 不 得 超过 fv) ,ctw)EE 190.1,2.…|, 试 为 这 种 具 育 项 容量 的 网 络 设计 - -种 求 从 :到 + 的 
最 大 流量 流 喇 数 的 有 效 算 法 . 

6. 写 出 -个 算法 确定 其 容量 cfe) 增 太 时 ,NG:5tcte 妨 中 的 最 大 流 基 亦 增 人 的 过 .这 
种 边 - - 定 有 了 哆 ? 

7. 写 出 一 个 算法 确定 其 容量 cte) 减 少时 , NCG,s,1,cte)) 中 的 最 大 流 基 亦 减 少 的 边 , 这 
种 廊 -…- 定 有 吗 ” 

8. 图 8.16 中 哪个 网 络 没有 可 行 流 ? 边 上 标志 的 第 一 个 数 是 btw) ,第 一 个 数 是 cte}). 对 于 
其 中 有 可 行 流 的 那个 网 络 , 求 出 其 最 大 流 邱 数 . 对 于 无 可 行 流 的 那个 网 络 ,选择 最 少 几 条 边 , 凋 
整 其 上 的 容量 上 .人 下界 hie) 或 c(e) ,使 其 存在 可 行 流 . 

9, 图 8.17 中 ,是 源 ,: 是 汇 , 边 pr 上 写 的 是 c{e), 顶 w 上 标志 的 数 是 项 容量 ctw), 求 从 ,到 
! 的 最 大 流 { 见 第 5 题 ). 

10. 车 图 4.14 边 * 上 标的 是 ey ,cle)= + %, 求 从 ;到 :1 的 - -个 最 小 流 . 

11. 设 (X,Y,EE) 赴 -个 2 分 图 , 构 作 网 络 NCGCV ,EE ),s,1,cte)) ,其 中 

VU ,为 源 ,: 为 汇 . 
Er = rrE XiwlyEC YU iryl ry € EFE(G), 
ar) = (y+. 于 下 二 中 最大 瞻 配 的 边 束 等 于 网 络 NIGCV ,ED) ,a ,tele)) 
中 的 最 大 流 基 . 

12, 给 出 个 用 网 络 流 技术 求 得 二 分 图 中 最 大 匹配 的 算法 . 

13. 由 网 络 流 方法 证 明 匹 配 理论 中 的 霍 尔 定理 . 

14. 由 有 殿 需 要 求 的 网 络 注 技 术 证 明 ;: 车 p={p ,pipa) 49= 《git9q2 9) 满足 


> pb, = > gq ,pv9 是 非 负 整数 ,9 守 q; 实 …g., 则 存在 二 分 图 GtX,Y, 玉 ), 创 得 六 = 


图 8.16 


5 
图 8.17 


| 有 


当 圭 但 当 > min; pp .上 ; -全 \ 中 ,1 过 故去 他 . 

15. pERT 图 中 每 一 _ 过 程 由 一 一 台 机 器 (或 天 } 来 完成 , 问 至 少 需 要 准备 几 台 机 器 , 才 不 至 于 由 
于 机 器 (或 天 ) 不 足 而 使 工期 延误 ?假设 PERT 图 中 的 ite) 是 任意 取 定 的 ,事先 未 知 . 

16. 用 网 络 流 方法 证 明 上 次 (全 宇 1) 正 则 二 分 图 中 有 不 个 两 两 无 公共 边 的 完备 匹配 . 

17. 是 次 存在 2 分 图 GCZ,Y, 玉 ), 售 得 禄 = zy ri 了 Y=]y ,yy 1， 
fafa yd dire))= (dy dy) dy = (6,6,5,5.4,4)7 

18. 图 8.16 中 如 果 没 有 J 行 流 , 斌 寺 反 最少 的 若干 中 转 顶 "( 即 YCG) 一 15,t| 中 的 项 ) ,在 
这 些 质 上 ,对 足 过 的 货物 进行 加载" 或 “ 印 载 ” ,使 得 产生 可 行 流 ， 
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对 于 连通 图 而 言 ,它们 连通 的 程度 是 不 - - 样 的 . 例 站 项 数 超过 2 的 树 ,删除 一 : 
个 全 就 可 以 使 其 变 成 不 连通 图 ,而 项 数 超过 3 的 圈 则 至 少 删 除 两 个 项 才能 得 到 不 
连 遂 图 .于 是 我 们 就 说 圈 的 连通 程 谋 比 树 的 连通 程度 大 ， 

革 坟 ,veEVIG), 且 SEV(G) -|w,vl, 六 且 在 无 向 图 GG 中 每 条 由 xz 到 > 的 
轨 上 ,至 少 有 一 个 内 硕 ( 不 是 4 与 v 的 顶 }) 在 S 中 ,那么 在 图 GG-S 中 ,uw 与 v 不 再 
连通 ,这 时 我 们 称 S$ 是 顶点 z 与 v 的 隔离 集 . 显然 , 当 wvEECG) 时 ,不 存在 与 
2 的 隅 离 集 ， 

x vw 的 隐 离 集中 顶 数 最 少 者 的 顶 数 称 为 与 的 陋 离 数 , 记 之 为 mm) 

nta ua) 表示 对 于 图 G 中 两 个 连通 的 不 相 邻 的 顶 w 与 v ,最 少 删 除 nC, 如) 个 
项 则 可 使 得 到 的 图 中 & 与 % 木 再 连通 . 

我 们 称 从 项 a 到 的 无 公共 内 点 的 轨 为 独立 轨 , 从 4 到 vw 的 独立 轨 的 墩 大 条 
数 记 成 pt mm)， 

定理 9.1 若 ,vEVG),uwvEE(G), 则 

niusv) = plu, vw), 

证 ” 构 作 网 络 NCGEV ,ED)) ,wv ,cle)),eER ,wu 为 源 ,v 为 汇 ,cte) 为 
边 容 基 : V(G}) 中 每 个 项 wwe: 变 成 两 个 项 zz, 且 有 有 癌 边 er 一 im 文王 
ECO) 中 的 每 条 边 。= zy 变 成 两 条 有 向 边 e = zy ee =Yyx .此 外 GtV ,EE ) 中 
无 男 外 的 顶 与 边 , 对 十 ew 型 边 , 规 定 c(e,) = 1. 对 其 他 边 e ,规定 cl(e}= +co， 

我 们 来 讨论 从 流 问 vw 的 最 大 流量 下. 

在 GCV,E) 中 ,从 到 vw 有 plu,w) 条 独立 轨 , 在 G(V,EE) 中 

WU) UID 110 
是 glu,v) 条 独立 思 之 一 ;在 GCV ,FE ) 中 ,相应 上 述 这 条 轨 , 有 一 条 有 向 轨 ( 见 图 
9.1) 
Tr vl Uy v2 “rl Ui v. 

得 到 的 plu ,wv) 条 有 向 轨 的 每 一 条 都 可 以 用 来 在 网 络 NN 中 从 w 到 ww 流 过 一 

个 单位 的 流量 .又 这 些 有 问 轨 两 两 无 公共 内 顶 , 所 以 
下 之 plu, vu). { 甲 ) 


9.1 项 连通 产 。 167 : 


另 一 方面 , 设 下 是 最 大 流量 ,由 有 向 图 G(V ,E 的 构 作 及 边 容 量 的 规定 ,这 下 个 
单位 的 流量 分 解 到 了 从 zx 到 的 下 条 独立 的 有 向 轨 圭 去 了 ,每 条 有 向 秀 上 恰 流 经 
1 个 单位 ,所 以 

FE pla,b). ( 乙 ) 
由 《 甲 ) 与 ( 乙 ) 知 N 上 的 最 大 流域 下 等 于 pta,5), 但 由 双 最 定理 ,下 等 于 某 截 (S， 
引 ) 之 截 量 , x”€ 3,w €5. 由 于 下 有 限 ,所 以 (S,S) 中 的 边 沸 e 型 的 边 ,而 在 
GCEV ,EE ) 中 ,从 a 到 vv 的 有 千 轨 上 至 少 全 (5,5) 中 的 一 条 边 , 才 CCY ,天 ) 中 每 
条 由 & 到 ww 的 胃 上 至 少 含 一 个 项 忆 , 使 得 e。 在 (S$S,S) 中 ,于 是 

R=iw|wE VG),e € (5,5), 
是 无 向 图 GV ,中 的 与 ”的 隅 离 集 , 肯 
IRI= CS) = 工 . 

从 而 

ma Ti s 下， 
另 一 方面 ,rn (u,v) 主 p(u,w), 故 证 出 nu,vV) 二 p(n.v). 证 毕 . 

定义 9.1 无 向 图 G(V, 玉 ) 的 项 连通 度 记 成 x(GG) ,定义 为 
WCG) I- 1, 当 G 是 完全 图 ; 


此 (人 = re， 
"min {n(x,n)', GG 不 是 完全 图 ， wv EE V(G), 


天 向 图 顶 连 通 度 表达 的 是 ;对 给 定 的 连通 图 ,最少 要 删除 <(G) 个 项 才能 使 
得 到 的 子 图 不 连通 . 关于 xf G) 值 的 求 取 ,有 下 面 的 重要 征 理 . 

定理 9.2 kf 一 min, {pt uu)!. 

证 ”不妨 设 G 不 是 完全 图 , (对 于 完全 图 ,定理 9.2 自然 成 立 ). 

只 须 证 明 


rmin {ptuw)l = min 1ptu, vw). { 甲 ) 
EM) wt EE WA) 
和 出 实 上 ,由 定理 9.1 与 定义 9.1， min ip(u,v)| = min, ,na(u, wu)| = «(0). 
EO uo EC 
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可 见 只 要 ( 甲 ) 成 立 , 则 定理 9.2 成立. 

下 证 { 围 ) 确 实 成 六 . 设 e=wvEE(G), 日 pl4,v) 是 G 中 一 - 切 夺 对 间 独 并 匀 
最 大 条 数 的 最 小 值 ,考虑 G =-e, 在 G' 中 避 与 v 之 间 的 独立 轨 最 大 条 数 为 
piuiv): 

pluou) -1= pp (u,vu). 

由 定 惠 9.1, 在 姜 " 中 存在 x 与 vw 的 隔离 集 R ,满足 

pu = RI= payohi 1. 
若 |RI=|V(G)l -2, 则 pfuyv)=|V(G)| -了 但 当下 和 WCG 在 
REG 时 ,po )+2 生 |Y(G) ,p(w ,vj)S|V(G)| 一 2, 亡 盾 , 所 以 |R|< 
1V(GY| - 2, 进而 存在 wE VC) 一 (RUtau,v|) .不 妨 设 民 是 ww 与 w 的 隔离 集 
(不 然 用 了 与 让 代 赫 与 也 ) .于 是 6G 中 ww 4E(G),RUiv! 也 是 与 了 w 的 陋 离 
集 .因此 

plusw) IRItl= plu,v). 
故 证 出 ( 甲 ) 成 立 .证 毕 . 

根据 定理 9.1 与 9.2 和 定义 9.1, 我 们 可 以 如 下 求 得 x(G) 的 什 ; 

对 于 完全 图 K, ,x(K,)=n-1. 

对 于 非 完 全 图 G ,对 每 个 不 邻 顶 对 xz,v, 按 定理 9.1 证 明 中 的 方法 , 求 
NCCGCV ,EDw ,vw cle)) 的 以 为 源 ,以 wv 为 沪 .的 最 大 流 若 下 ,此 下 即 为 & 与 
v 间 的 独立 轨 的 条 数 p( wu,w). 再 由 定理 9.2, 即 可 求 出 

Din I plu en)| = KG 
i 


整个 过 程 进行 过 不 超过 了 Lv(, -1) 《v=1V(G)|) 次 求 最 大 流 的 运算 ,又 对 不 超 


过 了 v(v 一 个 数组 成 的 集合 i (u,v) 14,vE V(G),uv GE(G)1, 求 取 其 最 小 


值 ,可 见 求 x( 6) 的 算法 是 有 效 算法 ， 

车 x(GO) 庆 上,kEEN, 则 称 G 是 & 连通 图 ， 

由 此 连通 图 的 定义 和 定理 9.2 知 , 若 宜 称 一 个 图 G 是 上 连通 图 , 则 它 的 任何 
一 对 顶 之 间 至 少 有 此 条 独立 轨 相 连接 ,这 正 是 “ 连通 "一 个 字 的 含义 . 连通 图 除 
了 上 述 这 种 二 条 独立 轨 的 多 通道 结构 之 外 ,还 有 其 他 有 趣 的 结构 特点 .例如 “出 形 
结构 "和 "上 阶 闭 结构 "等 .所谓 扇形 结构 ,是 指 VCV(G),vE V(G)~V,V 天 
2 ,存在 一 端 在 v, 胃 一端 在 V 的 | V | 条 除 v 外 无 公共 项 的 轨 , 此 结构 记 成 一 
9w , 称 为 以 ， 为 加 的 一 个 vu-V 鹿 . 

定理 9.3 GG 是 && 连通 图 当 目 仅 当 :YUG)| 产 二 + 1, 对 每 个 由 此 个 顶 组 成 的 
巴 子 集 六 ,和 性 意 一 顶 vE VY(G)-V ,存在 vw 一 VW 贿 . 
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证 者 |Y{GJ 关 +1, 且 图 CG 中 有 定理 9.3 中 所 述 的 凯 形 结构 ,中 G 不 是 
连通 疼 , 则 由 此 连通 图 的 定义 ,x (GG) 所 -1. 于 是 存在 wwEYV{G)，, 
WOVEG),| 议 |= 此 一 1, 使 得 在 G 一 六 中 ,ww,w 不 连通 ( 即 WY 是 点 与 ww 的 随 离 
集 ). 从 而 上 中 不 疮 在 ww 一 (VY Uici) 剧 ,与 定理 9.3 的 充分 条 件 相 韦 , 至 此 谋 上 出 
局 是 六 连通 图 . 

若 人 是 上 连通 图 , 则 佐 的 任 两 硕 间 至 少 有 点 条 独立 轨 , 这 样 ,| VCG)| 实 k++ 
1. 

在 V{G) 上 添加 一 个 新 项 也 ,把 ww 与 VW 的 每 个 顶 之 间 加 一 条 新 边 ,把 图 G 
扩充 成 图 G .容易 看 出 G 是 连通 图 .于 是 vw 与 w 之 间 , 根 据 定理 9.2, 至 少 存在 
上 条 独 衬 轨 , 克 GG 中 有 ww 一 扇 . 证 毕 . 

定理 9.4 如 是 上 连通 图 ,大半 2, 则 V(G) 中 任意 不 个 硕 在 G 的 革 个 图 上 上. 

证 ”用 对 的 数学 归纳 法 来 证 . 

=2 时 ,YaeyaEwG 与 v 之 间 , 根 据 定 理 9.2, 在 与 v 之 间 至 少 有 两 
条 独立 轨 Pi fa yo) 与 Pj,{u,v). 于 基 Piu,w)UP,(w,v) 是 含 上 与 v 的 图 , 定 
理 9.4 成立 . 

假设 对 于 = nn 实 2, 定 理 9.4 已 成 立 ,考虑 上 上 =n +1 的 情形 . 

由 于 图 如 是 w+1 连通 的 ,所 以 它 也 是 nx 连通 的 .出 归纳 法 想 设 , 任 取 n+1 
个 项 vi ;vw wnt 541 中 有 个 天 ,小 妨 设 它们 是 v1, wv;,…, 在 一 个 图 
Ce 上， 

由 定理 9.3,YvEV(IG),YVCV(GG),|V|=n+1,7V', 则 GG 中 存在 vw 
-玉民 , 叉 VO)| 守 n+2. 取 =v 二 |y 02 0s,Ww|. 若 C'"” 上 只 有 
n 个 项 ,由 富 包 ,一 六 知 w, ,03 v4, Un+ti 共 圈 . 若 C'" 上 有 一 顶 和 仁 色 i， 


人- 


tz 不妨 设 所 vw, 在 央 吉 一 To v2 上, 设 4 号 wi Wz， 
ns 之 间 的 n +1 条 独立 轨 是 Pluis Tdi=1,2,", 7 SP,, (vu), 
们 与 C'" 的 第 一 个 公共 顶 分别 是 志 | ,wy ;W111 县 贡 天 划 ,1 区 j 1 人 i, 


之 nn 1 1, 由 抽 居 原理 , 必 有 两 个 也 x , wo, 落 在 同一 个 昨 段 ww。 上, /所 mm 二 
(modn ) ,于 是 v0 V0!1 共 图 ; 


其 中 假设 ww F w 距 
Th 较 近 , 且 可 能 Tm 或 一 mm 1. 证 毕 . 

对 于 有 向 图 ,也 有 项 连通 度 的 概念 和 与 无 向 图 相似 的 结论 . 

定 多 9.2 6 为 有 问 图 ,apEYIG)VCVOG) u,vuEV ,uw FE(G), 
x 到 > 的 有 向 轨 上 和 鞋 少 有 一 个 内 顶 rE Y , 刚 称 是 G 中 必 到 wv 的 一 个 隔离 集 ， 
mu yz) 表示 从 + 到 > 的 中 高 集中 顶 数 最 少 者 的 顶 数 . 称 afa,o 为 从 2 到 > 的 
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隔离 数 .定义 有 向 图 G; 的 项 连通 变 &fG) 为 

| VEG)Y 1 CG 是 双向 完全 图 ， 

[min_ lan(usa)i。 G 不 是 双向 完全 图 

驱 问 完全 图 是 每 个 项 对 间 有 方向 相反 的 两 条 有 回 边 的 有 疝 图 ,x{ 中 ) 之 & 时 , 称 避 
是 连通 有 回 几 . 

对 于 非 双 向 完全 图 GG ,我们 把 G 中 每 条 有 向 边 ww 葡 成 有 回 轨 a ww ,得 有 
问 图 局 ,加 权 { 容 量 )tua)=cfvw))=1,ctuv)= +co 以 2 为 源 , 以 为 
汇 , 其 中 woyaog V(O) ,构成 网 络 NGCG ;wow oct .与 万 辐 图 相似 地 可以 证 
明 : 

(1) uvE VG), wogE(O), 则 pliawyo0)= ntu,v) = NN 中 以 ww 到 的 威 大 
流量 ,其 中 pfw,%) 是 GG 中 从 4 到 w 的 独立 有 问 轨 条 数 . 

(2) min, plaso):= mn plu, wv). 


"EE 人 
(3) 0) sin p(t 
如 此 可 以 用 求 网 络 最 大 流 的 算法 有 有效 她 求 得 有 门 图 的 顶 连 遂 度 . 
对 十 有 向 非 双 向 完全 图 G,x(OG) 的 含义 是 从 G 二 选取 xf1G) 个 质 ,这 些 顶 删 
除 后 可 以 得 到 不 强 连 通 和 的 有 向 图 ,而 <(G)- 1 个 顶 的 删除 破坏 不 了 强 连 通 性 . 


9.2 边 连 通 度 


从 连通 图 上 删 去 - 些 边 , 可 以 破坏 其 连通 性 .例如 从 树 上 任意 删 去 一 条 边 ,得 
到 的 就 是 不 连通 图 ,而 从 圈 土 删 去 一 条 边 ,所 得 是 一 条 国 , 仍 连通 .从 圈 上 删 去 两 条 
边 则 得 不 连通 图 .从 完全 图 尺 , 上 必须 删 去 至 少 n 一 1 条 边 才 可 能 得 到 不 连通 的 
图 .可 凡 不 同 的 图 对 于 其 边 的 损失 造成 连通 性 的 受 损 的 承受 能 力 是 有 区 别 的 ,对 边 
的 失 造 成 连通 性 破坏 敏感 者 其 连通 的 程度 较 差 .在 这 种 意 头 下 连通 性 最 差 的 是 
有 桥 图 ,例如 树 .由 此 , 仿 项 连通 度 的 概念 ,我 们 可 以 建立 关于 边 连 通 度 的 一 套 概 
念 , 定 理 和 算法 . 
定义 9.3 设 w,vEV(GO),ECE(G). 若 从 到 vw 的 每 条 轨 上 至 少 有 一 条 
边 在 所 内 , 则 称 EE' 是 中 与 v 的 边 陪 离 集 ;与 v 的 边 隔离 集中 边 数 最 少 者 边 
之 条 数 记 成 ( ) ,mt u,v) 称 为 & 与 v 的 边 隔离 数 . 
rk (0) = 了 
称 为 G 的 边 连通 度 ,wx (GG) 室 上 时 , 称 忆 是 边 连 通 图 . 
对 于 无 向 图 的 边 连 通 度 有 了 下 结论 : 造 -- 个 网 络 N(G ,u,v,ct*)),V(G) 
= V(G}),E(G ) 是 ECG) 中 每 边 e = xy 变 成 两 个 有 向 边 e = zy 和 e” = yx 组 成 


ef 他 ) = 
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的 .全 ceater zz 为 源 . 为 江天 回力 的 奈 连 通 度 相 要 地 可 以 证 出 
Tar 一 pn 一 上 
技 F 六 是 后 申 从 二 到 的 和 节 大 流 基 .pa 是 二 到 mw 的 脾 独 立 轨 条 数 . 即 了 早 阿 
大 会 革 过 的 轨 的 茶 数 
Me 用 网 络 流 技术 可 以 有 效 地 求 得 廊 连 遂 度 < (07) 
于 有 图 ,也 有 过 连通 度 的 概念 与 算法 . 
x 9.4 设 所 量 有 问 图 ,oaE VO), 玉 和 FEC) ,从 到 的 有 向 轩 下 
至 少 一 边 主 请 内 , 则 称 天 号 有 问 图 GG 中 从 到 如 的 边 隔离 集 , 从 上 到 的 边 随 离 
储 和 中 边 数 最 少 者 的 边 数 wz (nu, 如 称 为 4 到 4 的 边 隔离 数 . 今 


人 一 min 二 
， Le! 


(0 ) 称 为 有 疝 图 的 边 连 遂 度 ,w 00) 十 时 , 称 GG 为 边 连通 有 和 问 图 . 
圭一 网 绍 NG nele) i 4 为 源 , 以 为 江 . 与 前 相 亿 地 可 以 计 骨 
Ps 一 hfayt 二 下， 
成 中 天 是 从 站 到 的 最 大 流 景 ,Prfai) 是 人 失 二 到 > 的 骑 独 了 轨 的 条 数 . 进 而 可 
以 利 攻 网 络 流 技 术 键 立 求 <《 6 的 有 效 算 法 
简 商 关上 其 过 通 度 与 边 连通 度 的 定理 统称 Menger 卉 定理 ,是 1927 年 由 门 办 
东 手 完 建 六 的 .我 们 这 早 岂 了 网 络 流 技术 ,重点 在 王建 并 连 道 度 与 边 连 遂 度 的 有 效 
管 流 ， 
关于 有 辐 图 的 边 连 通 度 .1973 年 全 村 利和 车 各 数学 家 埃 德 蒙 效 (Ednionds) 键 立 
广 下 | 有 有 黄 个 上 分 精彩 击 有 有 出 的 定 替 ， 
定理 9.5 茶叶 有 上 图 ,ww€E 00) 用 min ， pa 有 


He! 


# 为 根 的 本 两 无 公共 边 的 5 信和 外 回 生 成 树 ， 

证 对， 进行 数学 由 纳 法 证 明 . nm 1 时 .由 上 Cysw)=p tin xi, 瞩 从 革 
到 簿 个 晨 科 二 的 贰 ， 蒜 少 : 荣 有 了 向 轨 . 可 网 这 时 在 在 一 栋 区 x 为 根 的 寻 问 生成 
树 , 上山 缚 法 起 和 步 计 成 . 假 讶 对 下- 上 琵 理 己 成 证 .全 

OR) (935C VC 

直 进 容量 为 | 的 网 络 NGasaset = 中 源 , 是 江 ., 则 详 人 ac) 是 最 大 
流 几 .人 1 二 SS) 的 一 量 . 银 和 | am | 的 充分 必要 条 件 是 对 
主人 小 中 (OB CS) 

了 区 TIE) 是 避 的 满足 下 列 茶 件 的 子 图 : 

) 下 是 以 z 为 撒 的 外 癌 桂 . 

(i 对 第 个 SCTVIOD SS 尖 VaESD TS) Si 4. 夫 中 -本 中 从 局 

上 删除 并 的 边 卫 得 之 图 ， 


132 ， | 第 刻章 ”连通 度 


这 样 的 工 是 存在 的 . 

若是 外 向 生成 树 , 由 归纳 法 假设 和 上 述 _ min Tmtu,v)i 的 充 要 条 件 知 
右 一 本 中 有 nn 一 1 杀 无 公共 按 的 以 a 为 根 的 外 向 生成 树 .于 是 避 吊 有 nn -1+1=n 
棵 无 公共 边 的 以 & 为 根 的 外 向 生成 树 . 

大 本 不 是 G 的 以 xz 为 根 的 外 加 生成 树 ,我 们 在 保持 械 始终 满 是 (0 与 (1 的 
条 件 下 ,把 了 扩充 为 一 棵 如 的 以 a 为 根 的 外 向 生成 树 . 

取 SCCV(G), 使 得 (a}u ESAb)jSUVW VCG),{c)6_7(S)~n-1. 基 SS 
不 存在 ,把 (V ,V 的 性 一 边 。 加 到 工 上 ,可 使 工 +e 仍 满足 (i) 与 Gi) .事实 上 ， 
( 订 向 然 会 满足 ,下 面 反 证 (ii) 也 能 满足 . 否 贴 ,存在 某 个 集合 S,S 关 VYV(G),u€ S. 
但 B00(S)<n -1 即 和 rrS)Sna8c TS) 委 -1 又 忆 知 86. 1(S)2n 
-1. 故 670S)=a-1. 即 SS 满足 (c.S 已 满足 (fa), 若 S 再 满足 (b), 则 S 满足 
(a)tb)(c), 与 不 存在 满足 (a)(b)(c) 的 S$ 政 盾 . 

下 面 证 明 * 满足 (b) . 设 e= wu'w 基 加 到 下 上 去 的 那 条 边 ,由 于 G46,。(S)< 
nl,6..7(S)=n-1, 故 和 5S, 妈 vwV .所 以 SUV 隆 V(G), 即 5S 满足 (b)， 

若 存 在 满足 (a)(b)(c) 的 S,A 是 满足 (a)(b) (ce) 的 极 大 项 子 集 , 由 于 丁 的 边 
之 头 和 攻 在 六 中 , 故 

Ge 凡凡 U Vv) 一 6 A U W) 之 好 ， 
出 (ce) ， 
6 AU VY > 61(A). 


这 个 不 等 式 表 明 G -中 有 一 条 边 e= xy,eE(AUV,AUV), 但 eA,A)， 
邦 xEANMNV ,vyEANMNY.. 

直面 验证 工 +e 满 是 中) 与 (ii). 人 显然 满 正 . 

设 SCV(G),S¥V(G),uwES,eHS,S),N 


6 rin) = 6 r(S)n-1. (a) 
又 省 eE{S,S), 对 V 的 每 两 个 子 集 S 与 A， 
Gc TCSU AD+o,.7r(SNMN A) id.r(S) + -rtA). (8) 
由 (a) 与 (和 及 B71(A)=n-1,6,-r(A 门 $) 之 xn-1 得 
6, (SU A) cr(S). (7) 


XES,rEA, 故 5S 不 是 A 之 子 集 ,从 而 | SUA|I>|A|l; 久 yyES,yEA,yE 
六 从 而 SUAU VW 关 V; 由 A 之 极 大 值 ， 
Cr r(S {j 点) -之 ?3Brr(Si 之 六， 


故 
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= 一 一 -一 一” - 一 一 -一 -一 一 -mm 


Ge S) 人 一 1 
至 此 证 出 (ii) 被 满足 .证 毕 ， 
定理 9.5 的 证 明 给 出 了 当 Dn ,im (u,v) 二 n 上 时 , 求 有 向 图 避 中 以 & 为 根 


的 7 棵 无 公共 边 的 外 向 生成 树 的 有 效 算法 ， 它 是 网 络 流 技术 的 又 一 重要 应 用 . 
定理 9.6 没 G 是 &( 上 kk 六 0) 边 连通 有 同 图 , 则 对 手 每 对 顶 ,wv 和 !E 10,1， 
2,…, 上 ki, 存在 ! 条 从 ww 到 的 无 公共 边 的 有 说 轨 , 同 时 存在 名 一 /条 从 ww 到 的 
无 公共 边 的 有 癌 轨 . 
证 ”在 有 向 图 GG 上 添 吉 新 硕 w 总 以 记 为 尾 - 
以 为 头 的 1 条 新 边 和 以 x 为 尾 以 为 头 的 & 一! ~、 
条 新 边 ,如 图 9.2, 得 到 新 的 有 癌 图 (; . / 思 \ 
由 G 的 构造 知 ，min ,Tm(w,a)l 扎 &, 但 上 7 
式 的 小 于 号 不 能 成 立 . 事实 上 ,者 min {mt(w， 
a)| 之 肯 , 则 存在 SCVCG)U irwl ,1(S,S)I<k， 
贡生 全 .显然 S11l, 令 了 ES-|wi,yES. 由 、 7/ 
1(S,S1D)|<E, 得 ni(z,y)< 之 上 .此 与 x (0) 之 上 
相 违 . 故 只 有 mi mx ai = 上 .由 定理 9,5 f 
知 , 在 G' 中 有 以 多 为 根 的 上 棵 无 公共 边 的 外 向 生 (w ) 
成 树 ,由 G “之 构造 ,在 避 中 存在 从 x 到 % 的 ! 条 无 
公共 边 的 有 向 畦 ,从 vw 到 ww 有 上 一 /条 无 公共 边 的 图 9.2(1=3,k=7) 
有 向 轨 ., 证 毕 . 
推论 9.1 若 G 是 2 边 连 通 的 有 向 图 , 则 0 的 任 二 项 在 某 个 有 向 回路 上 . 


"9.3 ”一 种 边 数 最 少 的 上 连通 图 


在 顶 数 为 ” 的 图 中 , 找 出 一 种 边 数 最 少 的 六 连通 图 (严冬 =) ,这 是 极 图 理论 
中 的 典型 问题 之 一 ,此 问题 1962 年 由 美国 图 论 专 家 哈 拉 里 解决 了 .下 面 介 绍 
Harary 的 工作. 
令 oo(m,n) 表 示 nn 个 顶 的 m 连通 图 中 最 少 的 边 数 ， 
由 于 wwCO) 过 x (G)S6(G), 叉 图 G 是 n 个 顶 的 m 连通 图 , 则 wtG) 之 mm. 于 
二 5tG),2e = 和 2 om 让 
ie 


[rn 
eolm,n) > | i+ 


2 
其 中 [x ] 是 z 的 整数 部 分 ,例如 [3.6j]=3. 
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下 而 构造 - -种 个 硕 gypt n,n) 笨 边 的 vz 连通 图 Gof ro 和 株 人) 为 
Harary 图 ): 

情形 上 ms0fnod2) ,全 站 二 2 椰 各 123 如 下 构 作 :VEC 各,1， 
2 一 1 仅 当 :与 7 满足 不 等 过 

i 一 上 jmodn), 

了 项; 生 原 ) 相 和 部. 

(1685 16,10) 见 图 9.3( 实 线 构 成 的 图 )， 


Ta 【和 


疼 台 3 


(2 编织 得 二 分 对 称 , 十 分 优美 ,是 到 次 正则 图 ， 
情形 2 站 三 10mexd2) 令 四 一 2 下 二 .CC2 友 十 ] ,zx) 构 作 妇 下 : 
(2 1) 当 轨 三 QCmmod2) 时 ,首先 控 情形 上司 -一 个 (1f2 有 ,再 在 Gat2k,n) 


上 加 主 下 面 的 边 : 对 于 0 到 了 二 本 ,在 ;1 二 间 加 边 . 合 如 Gof7,10) 风 图 9.3 


2 
(bh), 虚线 是 加 的 边 . 即 滚 上 直径”. 得 到 对 称 的 图 ， 
(2.2) 泊 克 二 1Lmod2) 时 ,首先 按 情 撒 1 天 -个 Cf28 8) ,再 和 社 Gi(28 ,71) 


下 井上 下 而 的 边 :0 与 "| 同和 的 边 ,0 与 站 问 的 过 ,以 及 对 上 Ti< ”5 1 


;与 1 的 边 , 见 图 9.3(a). 诊 线 是 Go(06,9) 上 期 的 过 ,得 到 的 是 CC7.9) 


r =- 


Cot nr ,5 是 边 数 最 少 的 机 项 Fr 连通 图 ,其 边 数 为 | 二 | + 1 . 这 - 绩 论 之 让 
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一 一 一 


噬 入 作 与 题 , 等待 读 者 完成 . 过 可 证 明 牛人 ,2 是 六 边 连 通 图 ,= 项 六 边 连 通 图 
的 最 少 边 数 也 是 | 2 | + 1， 


题 


1. 上行 属 基 连通 图, WO) ,G2 1 不 连 通 , 则 称 襄 为 GG 的 制 珊 .证 明 : 旺 GG 的 制 硕 的 充 
语 这 要 条 件 是 有 在 wi 全 C6) -rn ,使 得 行 每 - 亲 从 ww 到 zw 的 轨 上 上 . 
2. 7 是 图 局 的 割 珊 的 充分 必要 杀人 忻 是 存在 WG) i 的 一 个 划分 ,其 WW 一 ,ul = 
使 得 对 侍 取 的 #4 和 和 什 最 的 二 GE VW; ,zw 在 每 条 由 到 ze 的 轨 上 .. 
3. 太 是 连通 图 ,wvEEC) ,ti 不 连通 , 则 称 。 是 忆 的 桥 . 证 出:e 是 的 桥 的 充 席 条 
件 旦 * 不 在 的 任何 车 +. 
.是 局 网 烽 当 且 代 要 在 古训 ,EE 全 ,使 得 任何 从 呈 到 :的 胃 有 上 会 e 
5. “是 全 的 桥 的 充 要 条 件 是 存在 站) 的 划分 , 即 YOU WwwmY:= 安 ,使 得 
人 从 到 % 的 每 条 轨 上 .. 
6 无 制 质 的 图 中 微 块 . 回 下 列 陈述 嘱 些 是 属 为 其 的 充分 必要 条 件 ,为 什么 ? 
tc 的 他 :项 共 国 . 
i2) 0 的 任 。 须 夺 图 上 上. 
3) 记 的 任 不 共 净 . 
4) 已 的 任 “项 与 玉 的 任 边 共 岁 . 
[5 人 的 他 一 右 与 局 的 任 : 边 共立 . 
上 0 如 的 任 一边 在 隐 上 
171 局 的 任 两 这 共 漳 
i8) 局 中 的 任 个 项 . 邦 在 连接 其 中 师 庙 的 轨 , 第 个 硕 在 此 轨 上 上 . 
fg9) (中 的 仁 “个 顶 ,他 在 连接 其 中 两 顶 的 轨 , 第 二 顶 不 在 此 轨 上 ， 
{10) 仁 给 两 边 太 “一 顶 , 疗 症 -个 了 请 此 -_ 边 及 此 顶 . 
7 对 于 无 同 珊 生 , 让 明 gt 中) wtf6). 对 于 有 向 图 C7, 是 省 亦 成 并 x(G)Fw (fi)1 
是 ， 试 二 < 单 居 既 怪 ) -7 单 星 妖怪 ) 
9 这 证 xf 恨 虹 钱 慰 1) -we 4 了 星 妹 怪 ) 
] 上 四 出 arary 图 44 Cot 4 .9), 
中、 栗山 [Harary 这 | 5 GG 
12 证 明 人 人 一 一 
1 评 明 eta 昆 ， 雇 六 连通 图 中 边 数 最 洗 的 赔 , 它 的 边 笋 是 和 多少 ? 
14 让 明 5 站 直 斋 六 边 连 通 图 中 边 整 最 少 的 了 图 . 
15， 泪 蜂 对 大 加 图 让 ,ef = min me el 其 中 Eap) 把 人 基站 到 所 的 无 会 扯 内 项 的 有 
问 轨 之 策 数 . 
10. 用 述 一 个 求 尤 向 图 迪 连 通 度 x (60) 的 算法 ,. 且 证 明 其 下 确 性 . 
17 投 述 个 求 有 向 终 的 边 连 通 度 ww) 的 算法 , 且 证 明 其 正确 性 . 
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18. 设 右 是 & 边 连通 有 向 图 ,Ya€ YIG), 试 叙述 个 求 不 棵 以 & 为 根 的 无 公共 边 的 外 向 
生成 树 的 算法 . 
19. 设 G 是 2 边 连 道 有 问 图 ,WY wwE YEU) , 沪 样 求 一 个 有 向 圈 蕊 ,使 得 w,vE VC) 
20. 令 述 - -个 求 割 项 的 有 效 算 法 . 
21. 对 于 有 向 图 如 ,xfG)>D 的 充分 必要 条 件 是 居 为 强 连通 图 . 


第 十 章 图 的 线性 空间 与 矩阵 
10.1 图 的 线性 空间 


所 谓 线 性 空间 ,是 指 一 个 非 空 集合 V 与 一 个 数 域 P 构成 的 满足 下 列 杰 求 的 代 
数 结 构 : 

在 Y 的 元 素 间 定义 了 -种 运算 叫做 加 法 , 妈 Ya,BE TT, 存在 惟 -- 的 元 素 yE 
V, 司 得 y=a+8. 

在 V 的 元 素 与 P 的 讽 素 之 间 定 义 了 -种 运算 是 做 数 习 , 即 YEEP,YaEV. 
则 存在 惟 - 一 的 元 素 8E V ,使 得 = ka. 

而 且 上 述 的 加 法 与 数 乘 满足 以 下 八 项 规则 : 

(J)}at+P= +a; 

(2) (a+B)+ Y=attp+y); 

(3) WV 中 有 零 元 素 0, 即 Ya€ V， 

x+ 人 = 0a; 
(4) V 中 有 负 元 素 , 即 YaE VY, 存在 BE VV, 使 得 
at+B= 人 0, 

是 叫 黎 = 的 负 元 素 ; 

{5) la=a; 

(0) gllo)={Rki)a, k,IEP; 

(7) (k+l)a= kat fa; 

(8) klat+B)= ka + kB. 

为 了 利用 线性 空间 的 理论 讨论 图 论 , 我 们 取 数 域 P 为 0-1 二 元 域 , 即 P= ;0,1|， 
PP 上 定义 的 妇 则 运算 是 : 

(i) 加 法 :0+ 介 =000 的 道 元素 是 ,0+1=1+0=1,1+1=0(1 的 逆 元 素 
是 1). 

加 法 中 11+1=0 的 * 火 并 "现象 正 是 我 们 下 面 需 要 的 . 它 是 数论 中 的 mod2 
加 法 . 

(ii) 减法 是 上 述 加 法 的 道 运算 .例如 0-0=0+0=0,1-0=1+0=1,1-1=1 
+1=0,0 一 1=0+1=]( 减 去 一 个 数 等 于 加 上 其 道 元 素 ). 

iii) 乘法 :0x0=0,1x0=0x1=0,1x1=1， 
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(iv) 除法 ;是 乘法 的 逆 运 算 , 即 个 :=0,1 :4 王 |. 

提 实 ,所谓 数 域 是 - -个 数 集合 ,该 集中 人 请 昌 与 1 车 ， xX, 二 的 结果 人 在 
访 集 全 之 内 ;出 虹 定 义 来 看 革 述 的 0-1 二 元 域 , 确 为 - -个 数 域 . 

我 们 把 个 图 “6 的 过 集合 后 [让 的 边 进行 编 吕 ， 
标志 成 ECO) 二 1e, eye 考虑 作 的 侍 体 过 子 焦 组 
成 的 集合 ECG). 我 们 把 G9 吊 的 每 个 元 碌 用 0 生 1 为 
分 二 的 。 维 向 量 米 表示 ,规定 仪 当 第 i 条 边 。. 在 该 边 于 
侍 中 时 ,这 个 5 维 向 量 的 第 ;分量 呈 成 1 工 例如 ,图 10.1 
中 的 边 了 集 登 记 如 下 : 

3 = (0.0,0)、 
ie = 1,0 ,0), 
iest = {0,1,0), 1e3, = (0,0,1), 
cveil -lO ,ees: = (1.0,12. 
‘ee = ,ee ea = (1,1.1). 
对 于 有 茶 边 的 网 全， 上 0 =2°， 
和 zf 六 中 定 交 而 法 : 英 ftal ap 有 EC 则 
{oor ) 十 (2) 一 (a + Bl ,a 十 六 + 六 小 、 
这 颗 的 ”:" 按 0-1 元 域 中 的 加 法 进行 (注意 ] + =0)， 
上 十 ,不 礁 验 让 (如) 在 0-1 元 虞 二 构成 一 个 维 线 性 空间 , 它 的 堵 向 量 候 
pj se 所 对 应 的 A) 中 的 向 境 组 
0, 
{0.1.0.% ,0), 
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0,0, ,0,1). 

我 们 把 上 述 这 个 线性 空 问 称 为 峰 GG 的 边 宝 则 , 简 记 成 人). 

下 而 考虑 络 定 图 6G 中 无 公共 边 的 图 之 并 的 边 集 在 “避让 pio 
量 组 成 的 0-1 向 量 集 合 人 是否 在 0-1 二 无 域 上 形成 -个 线性 空间 ? 寿 是 
的 维 数 居多 少 ” 日 给 出 它 的 -个 共 阿 项 组 . 

基 赴 姨 连 遂 图 局 的 一 个 生成 树 , 莅 e 志 FCO) ,但 eGE(7), 则 +e 上 有 惧 
-的 :个 图 . 役 se=TPIG y= YG)|, 则 GG 中 不 在 全 二 的 边 共 计 e 一 y+ 
条 .这 上 -+1 条 边 登 条 添加 到 工 上 部 会 出 现 惟 一 的 一 个 圈 ,把 这 些 图 记 成 (0,、 
六 0 这 <s-v+1 个 轿 组 成 的 集合 称 为 连 道 图 G 的 一 个 基本 图 组 

为 了 说 话 方 德 ,二 和 击 我 们 把 图 G 的 边 子 集 忆 所 局) 条 < 人 中 的 癌 息 ， 
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CG[ | | 这 一个 东 由 不 作 区 别 , 视 为 --- 种 东西 . 

(的 基本 阐 组 i ,CG 、…,C， .| 是 f(G) 中 的 线性 无 关 组 . 

捉 洋 下 ,不 妨 朗 ei ……,e， ,1 是 避 中 的 边 , 但 它们 不 在 的 生成 树 了 上， 
了 + ee 中 有 惟一 的 圈 避 ,于 是 , 当 a 取 自 0-1 二 元 城 时 ， 


人 _ 0 
] 
当代 二 0 -1,2.… vy+1, 这 是 因为 e fo ,向 量 0 的 第 ; 分量 
六 |, 和 而 其 他 的 向 量 世 , (的 第 分 如 箔 为 零 ,i ,Ee—yt]1. 人 i 


(是 光合 ) 中 的 -个 线性 开关 弓 

i 是 看) 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ”是 . 

叫 实 上 ,YC :< i) , 若 忆 或 (是 零 站 其 时 ,0 tC 外 入 
和 皆 非 零 向 其, 我 们 来 证 C1 CE eG). 

(和) 共 C 与 (的 每 个 同位 分 量 不 同时 为 1, 这 时 个 中 保留 与 中 
的 得 条 边 . 于 是 全 + (也 是 天 公共 边 的 圈 之 并 ,由 7) 的 是 对,C + CE (i). 

(i) 设 05C 中 一些 辐 位 分 量 同 时 为 1 在 于 图 + 己 中 ,与 同 存 同 为 1 的 
分 世 对 应 的 边 被 “拆除 可见 C+ 或 为 零 向 晤 (省 = CC 时) 成 仍 为 无 公共 边 
的 网 的 于, 战 C1CYE C6). 全 此 知 i00) 是 -1 二 无 域 上 的 线性 空间 

RE ,i 是! 中 的 朴 大 线性 无 关 组 , 妓 基 本 图 组 呈 线 性 裤 间 
ef 的 -个 基 , 从 调 扩 0 是 se vr+1 绯 线性 vy 

只 从 证 YCE GOG),C} 总 攻关 组 的 线性 组 合 合 系数 属于 0-1 一 元 域 . 事 
实 上 ,与 是 零 问 量 , 结 论 蝇 然 成 立 . 特 刘 《昌林 向 时 工 至 少 有 - -条 边 不 是 和 后 成 
树 工 目的 边 . 访 ee ….e 是 上 的 所 有 不 在 二 上 的 边 ,这 来 条 边 对 应 的 基 

闭 分 别 为 C ,GC (0 . 今 


{= Ye. 
则 时 下 线性 富阳 EE (6) ,进击 出 /是 线 但 空间 ， (+CE RG)L 若 C+ = 


0, 则 (6 (= Nl , 即 生 让 基 本 圈 线 性 表 出 ; 苦 习 CC 关 0, 则 图 C+ 于 


址 有 生成 树 上 上 的 边 . 中 07 的 定 以 驴 合 + EE tf({(7). 这 导 不 可 能 的 .至 此 知 
全 -一 7) 中 的 向 量 驴 . 可 市 基本 图 组 线性 表 出 ,基本 圈 组 是 CC) 中 的 极 大 无 
上 讨论 分 我 们 得 到 如 下 定理 ， 
证 10.1 让 在 0-1 二 元 域 上 的 -一 个 sE-v+l 维 线性 空间 ,的 每 个 牛 
成 树 了 了 对 庶 的 基本 图 组 1 CC ai 是 全 各) 的 -个 基 . 
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以 后 称 ‘(GG) 是 无 向 图 G 的 圈 空 间 . 
例 10.1 求 图 10.2 中 KK, 的 峰 空 间 中 的 全 体 向 基 , 且 画 其 示意 图 . 
解 对 于 多 ee=6oly=4, 所 以 全民 是 一 w+t= 
6 一 4+1=3 维 线性 空间 ,| 外 KK,)| =2 =8, 即 KK,) 中 有 
3 个 向 基 . 
取 生 成 树 如 粗 实 线 所 示 , e, ,es ,es 是 不 在 生成 树 了 上 
的 边 . 
es 对 应 的 基本 图 为 C={1,1,1,1,0,0); 
es 对 应 的 基本 疾 为 C; = (0,1,1,0,1,0); 
es 对 应 的 基本 图 为 C= {1,1.,0,0,0.,1). 
C+ C= 01,0,0,1,1.,0), 
C+ = (0,0,1,1,0,1), 
Ct Ct C= 0,1,0,1,1,1), 
C+ C3= (1,0,1,0,1,1), 


即 已 吕 ) 由 下 列 8 个 向 量 组 成 : 
(1) (0,0,0,0,0,0). 
(2) (C11,1,1,0,0), 见 图 10.3. 
(3) {0,1;1,0,1,0), 网 图 10.4. 
(4) (1;1,0,0,0,10), 塌 图 10.5， 


图 i0.3 网 10.4 图 10.5 


(5) (1,0,0,1,1,0), 见 图 10.6. 
(6) (0,0,1,1,0,1), 见 图 10.7. 
(7) (0,1,0,1,1,1), 见 图 10.8. 
(8) (1,0,1,0,1,1), 见 图 10.3. 
对 于 无 向 连通 图 G, 还 有 第 三 个 线性 空间 , 即 所 谓 断 集 空间 . 


图 10 6 图 10.7 


] 


| 


图 10.8 图 10.9 


设 VCVOGO),V = VG)-V 关 名 ,VV 关 加 .CV ,VY ) 表 太 El(G) 中 一 端 
在 WY 另 一 端 在 V 的 边 子 集 ,( VV ) 叫 做 G 的 一 个 断 集 . 

断 集 ( 六 ,大 类似 于 有 向 网 的 截 , 但 这 里 过 无 方向 性 ,所 以 (VD)=( ,VW ). 

断 集 中 芒 重 要 的 类 型 是 所 谓 割 集 . 它 是 -- 种 极 小 断 集 , 即 若 G 是 连通 图 ， 
SEE(G}),G ~ S 有 了 两 个 连通 片 . 但 YeES,S--{fel 从 必 中 删除 则 不 能 得 出 不 连 
遂 图 , 则 称 S$ 是 G 的 一 个 割 集 ， 

断 集 与 割 集 都 是 边 隔 离 集 . 

把 由 G 的 全 体 断 集 在 局 怠 ) 中 的 向 量 与 零 向 量 组 成 的 集合 记 为 XRG). 

每 个 断 集 荣 少 含 C 的 生成 树 工 上 的 一 条 边 , 恰 售 生成 树 了 上 一 条 边 的 割 集 叫 
做 基本 制 集 .基本 制 集 有 | WCG)i -1 个 ,因为 G 的 生成 树 的 边 数 是 | VCG) 一 11. 

与 基本 团 向 量 组 线性 无 关 相 似 地 可 以 证 明基 本 割 集 组 i Si ,5S;,…,S,.1i 是 
不 口 ) 中 的 线性 无 天 组 . 

在 痢 10. 10 中 ,年 形 ABCD 代表 Yi ,矩形 ABCD 代表 VS = (Vi, V1)， 
S, =(V VS 与 S 是 藉 怠 ) 中 任 取 的 两 个 向 量 .各 5 = 5;, 则 5S),+5,=0E 


式 心 ) ,考虑 Si 天 3; , 取 
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V = VN YY) UV DY 
峡 图 360.6 的 丁子 区 BCDFEDCRED 为 V,. 
中 的 边 用 实 线 段 表 示 , 5S, = 《V;,V;) 中 的 边 用 虚线 段 表 小 ， 
$1 15, 时 8， 三 $, 中 相隔 的 边 被 删除 , 剩 下 的 边 是 a ,BY, 四 种 .过 四 种 边 构 
成 了 Vy VY) EC 
里 于 述 讨 论 可 知 光 全 ?是 0-1 二 万 域 上 的 线 福 定 间 . 


Ho) 上 


转 40 出 


下 迹 YSEAO), 罗 SS 可 由 GG 的 基本 市 集 向 量 组 线 仔 表册. 设 


| 
总 和 3 ~ , pe [| 


其 中 前 大 条 边 在 后 成 树 卫 上. 设 S (j = 1,2,…, 训 ) 是 含 树 边 。, 的 基本 割 集 .于 是 
由 
S E XG). 由 AG) 是 -元 域 上 的 线性 空间 , 故 >, S， E 次 全 ) ,进而 
SS = 5+ v's, E .AG). 


住人 S 中 下 本 依 了 上 之 过 (在 人 -一 元 域 让 ,5 S 与 5, 中 共同 的 树 了 了 上 的 边 己 被 


“加 掉 ”) ,可 克 S$ 不 是 的 断 集 因为 断 集 应 含 生成 树 上 的 边 , 介 5 和光 让 ) 可见 
S 是 零 问 量 , 圳 


由 0 二 二 元 城 知 


S = 5, S, 
即 ee ) 中 刍 个 各 基 可 被 基本 害 集 组 线性 表册 基本 制 集 组 13| ,S;:,…,S, ,} 是 
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0 的 概 大 线性 无 闫 组 ,十 《人 的 基 , OO 是 一 工 维 占 量 空 间 . 
基于 讨论 使 我 们 得 到 妇 下 定理 : 

证 本 10 是 0-1 元 域 上 的 一个 y-- 1 维 线性 空间 ,G 的 每 个 后 成 网 
了 对 庶 的 基本 制 集 红 19S .5 ,5 1 是 以 () 的 - :个 基 

人 委 浊 的 是 1(G1 与 <) 这 两 个 全 闻 下 交 作 .鬼王 证 

定理 10.3 若 忆 是 连通 图 ,CE CGO), YS5EAGO). 则 CS=0( 太 业 半 人 0- 
| 二 域 中 进 17}. 

证 小 妨 设 入 与 3 竹 卡 零 问 量 . 容 妇 看 出 ,在 
fr 中 的 向 种 与 不 曲 ) 中 的 白 量 在 问 一 分 量 位 置 都 
起 1 的 现 蒙 恰 爱 生 侦 数 次 ,因为 图 与 斯 集 的 公共 边 必 为 
偶数 策 . 于 (二 5 点 屠 时 ,这 偶数 个 1%x1= 1 之 和 为 
零 , 北 他 分 全 对 庶 之 积 狂 为 过 .所 以 CS=0, 计 毕 

例 10.2 求 图 10.11 中 图 6 的 汪 ) 中 全 部 癌 量 
玉 其 时 ,如 图 不 小 之 . ec 

解 ” 取 生成 树 , 其 边 为 粗 实 线 . 

(的 菇 由 vw -1=3- 1 一 2 个 向 其 5) 与 S: 纠 
成 ， 


赔 10.1! 


S = eerl = (1,0,1), 
S -ee = (0,1,1). 
《中 其 他 向 基 和 由 S， 和 与 5; 线性 组 合生 成 如 下 : 
5 -915 = (00 + 0,1,0) -= 01.1,0) = 1ei,e: 
5, = (0,0.0). 


图 ]0,12 
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10.2 图 和 矩 阵 
10,2.,1 廓 接 和 矩阵 


设 扣 是 无 各 图 ,我 们 根据 G 的 硕 与 项 间 是 否 丰 邻 , 编写 一 个 方 阵 ,1 点 示 相 
领 ,0 表示 不 相 郭 ,严格 定义 如 下 : 
4=( av) , 称 为 无 向 图 G 的 邻接 和 弛 阵 ,其 中 = | VC(G)|， 
本 vu, E 下 人) 
| 0， vu EE(G). 
例如 图 10. 13 中 的 K, 之 郭 接 阵 为 
0 1 1 1 
] 1| 
101. 
(1 1110 
一 般 而 童 ,任何 图 的 邻接 阵 的 主 对 角 线 丝 为 零 ,完全 图 
(» ) 的 充 要 条 件 是 其 邻接 算 阵 除 主 对 角 线 外 ,其 余 元 素 尼 为 1 
~ 每 个 图 的 邻接 阵 内 为 关于 主 对 角 线 的 0-1 对 称 矩 阵 . 
根据 图 可 以 写 出 其 邻接 矩阵 ;与 出 一 个 图 的 邻接 拖 
阵 ,岂可 画册 相 宣 的 图 ,图 与 邻接 第 阵 一 一 对 应 , 邻接 甜 阵 
[AN 中 包含 了 它 相应 图 的 一 切 性 质 , 邻接 年 阵 反 映 的 图 的 性 质 
人 Cs) 中 ,一 个 最 精彩 的 性 质 是 下 面 的 定理 所 述 的 可 由 邻接 陈 求 
得 任 二 项 间 任 意 长 的 道路 的 条 数 ; 计 算 在 实数 域 进 行 . 
图 10.13 定理 10,4 G 蚌 无 向 图 , A(G) 是 G 的 邻接 矩阵 ， 
VO)= in 用 则 4 0G) 中 的 喜 号 元 素 是 殷 中 
从 za 到 ww 的 长 n 和 的 道路 的 条 数 ,n 人 EN. 
证 ”对 进行 数学 归纳 证 明 . n= 1 时 ,A" = 及 ,由 邻接 矩阵 的 定义 知 定理 成 并 ， 
假设 #» = 上 时 定理 已 真 , 即 A+ 中 的 第 六 苇 元 素 a 人 是 从 到 vv 长 的 道路 


ACK,) 一 


的 条 数 . 
- | 由 11 一 由 内 
考虑 4 1 ,A = A'A, 妈 
[点 ] 《本 tl 【是 ] 
fan 12 好 13 名 四 A 1 di 1 | 
4 ft tt ,,, 1 
1 A HN Rw 好 21 让 科 以 31 2 
总 一 
业 》 和 tk} | 
at ad da aw J 2 An ty Hw 1 


10.2 图 息 阵 : 185 - 
A 中 的 详 号 元 素 为 
1k= 1} 


在 a 的 右 映 ,aa 这 一 项 中 心 党 由 归纳 法 假设 ,表示 从 v 到 的 长 点 的 道路 
的 条 数 ,而 a, =1 时 ,表示 从 v, 到 vw, 有 一 条 边 ,这 时 ay a 表示 从 走 到 w,( 走 了 
点 步 ) 拇 从 vw 走 一 步 到 vw 的 道路 的 条 数 ,1 志 /所 vv, 当 a, = 人 0 时 ,ae 表示 从 了 走 
到 ,从 go “中 转 ", 再 走 一 步 到 w 的 道路 不 存在 .可 见 ax 全 是 从 到 的 长 
&+1] 的 道路 总 条 数 ,由 数学 归纳 法 ,定理 10.4 成 立 .证 毕 . 

下 面 讨论 有 向 图 的 邻接 算 阵 . 

设 G 是 一 个 有 后 图 , 称 


_ Ir! 1 下 1】 上 
局 | 1 十 2 Hz) 十 十 dg, . 


da Ha YY” 2, 


(C7) = 


a Ad 
为 G 的 邻接 矩阵 ,其 中 
,ww EE El), 
四 = Vi, #E(G), 
字面 上 有 向 图 与 无 向 图 关 干 邻接 矩阵 的 定义 是 相同 的 ,但 在 有 向 图 中 边 ww 
是 有 同 边 ,ww 不可 以 改写 戌 wv ,而 在 无 向 图 中 ww 与 vv 是 一 个 东西 . 
例如 ,图 10.14 中 四 项 竞赛 图 的 邻接 阵 为 
Tw Uy Uy 
wl0 1 0 0) 
A(G)=wi0 0 1 1 
vl 001) 
vl 0 0 0 
有 向 图 的 邻接 矩阵 的 对 角 线 上 皆 零 ,但 未 必 如 无 同 
图 的 邻接 阵 那 样 是 对 称 的 0-1 和 矩阵 了 .有 向 图 矩阵 中 1 


的 个 数 就 是 图 的 边 数 ,而 无 向 图 中 ! 的 个 数 是 边 数 的 二 ,0 44 
们 .不 过 一 个 很 满意 的 结果 是 有 问 图 邻接 和 矩阵 仍然 使 定 
理 10.4 成 WY. 


定理 10.5 设 G 是 有 向 图 ,A{G) 是 有 向 图 G 的 邻接 矩阵, V(G)= | vw， 
ws A 中 的 性 导 元 素 是 号 中 从 ww 到 的 长 的 有 向 道路 的 条 数 ， 
nN. 
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好 玫 10.5 的 让 见 乎 守 守 照抄 定理 .4 的 让 骨 . 品 是 注意 道路 与 边 的 有 同性 . 
10.2.2 关联 算 阵 


为 了 冠 基地 赋 究 陡 与 边 的 关联 关系 和 图 的 其 他 性 质 ,我 们 来 讨论 所 谓 关 联 吓 阵 . 
说 局 是 一 个 巨 问 图 ,B06)= 46),., 称 为 6 的 关联 甜 阵 ,其 由 v= EC ， 
e— IE(G)!, 
jl1， 与 6 关联， 
0，m 与 5 不 关联 ， 
VOD 
例如 ,图 10 1 的 天 的 关联 计 阵 为 


EF Pi 3 中 | en Cae [i "i 


"0000 0 0 0 
wl 0001 1 100 0| 
BR) 7 0 O0000 1 1 1 
oo00 1100 1 0 | 
“0 901 0010 
0000 1 0 0 Di 
BE 中 的 每 个 行 问 耻 是 - -个 源 集 向 晤 ,第 i 行 
对 的 靳 [ 集 为 {1 VW) 一 a1). 
关于 连通 图 的 关联 年 阵 ,有 下 面 的 重要 征 理 . 
定理 10.6 设 导 是 连通 单 本 , 则 
{BI = rtB(G)) = v1, 
此 由 B, (0 是 GG 的 关联 第 阵 任意 删除 一 行 折 得 牛 
阵 ,r= VW{G) rr 是 敌阵 的 秩 . 
二 10.15 证 由 十 断 集 空间 《oO 是 -1 维 购 ,而 站 0 
中 每 一 行 每- -个 斯 集 向 量 ,所 以 rCBCGJDSv 一 下 只 
如 证 FBCGDDE -基站 BCGD<y 一 1 则 BEE) 中 vv 一 1 行 必 线 性 相关 . 则 对 
任何 -上 个 行 向 景 , 可 以 找到 不 全 为 零 的 0-1 二 无 域 的 vy 一 1 个 数 为 系数 的 线性 
组 合 为 杰 向 量 . 木 妨 设 这 -上 个 行 向 量 为 有 ,BB,,…, RB..1, 柑 应 的 系数 为 x， 
aa 1 包间 ,1' ,使 得 
arfiitalit ta iB = 0,0.,0), (a) 
其 中 不 乱 设 ga = a = =Deni :aw 一 .100, m22. 由 (a} 太 和 关 


时 ， 
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联 窍 阵 的 定义 知 在 以 Bi,B,,…,B。 为 行 的 子 矩 阵 吕 中 ,每 列 恰 有 两 个 1 或 皆 零 
元 率 ， 


el 如 3 人 
wi ip Pn Be | 

B 一 Ty ? bo 7 五 > 
Dm bn ba 上 Dre 


入 = | wv CV ,VI)= 名 ,于 是 如 不 连 遂 , 与 G 为 连通 图 相 韦 ， 

r{BA(G))=v -1 的 让 明 与 寺 述 r(B(G))=v 一 1 的 证 明 相 似 , 证 毕 ， 

定理 10.6 表明 ,从 连通 图 G 的 关联 矩阵 BC(G) 中 随便 删 去 一 行 得 到 的 所 谓 基 
本 关联 和 窃 阵 Bj(G) 是 所 集 空间 六) 的 基 和 矩阵 , 即 Bj{G) 的 行 癌 量 是 氏 G) 的 一 
个 基底 , KG) 中 的 每 个 向 量 都 可 由 B,(G) 的 行 向 基线 性 表示 ,其 线性 组 合 系数 出 
自 0-1 二 元 域 . 

如 果 G 有 w 个 连通 片 G .Ga ,Co ,构造 BIG) 时 依次 登记 G1 ,Gi ,GG 
的 项 与 边 : 


B(G) = 


* 188 ， 第 十 章 图 的 线性 空间 与 矩阵 


由 于 BIG) rtB(G)) = -1]， 
rtBtC)) = rtH( (Cr ))= v1, 


r(B(G.))}=r(B(G.))=v, ~1, 
由 B(G) 的 上 述 构 造 容易 看 出 


1(B(G)) = Nr(B(G,)) - VY -1 


而 > = vy. 所 以 r(B(G)) = vy 一 w. 同 理 rY(B/(G)) 于 vy 一 ww， 


A 上 述 讨论 我 们 得 到 如 下 结论 : 

(1) G 有 ww 个 连通 片 , 则 xr (BG))=7r(BAGD=|V(G)|-w 

(2) G 是 连通 图 当月 仅 当 G 的 关联 阵 与 基本 关联 阵 的 牧 是 | VtG)1 一 1. 

利用 基本 关联 窍 阵 可 以 列 出 一 些 顶 较 少 的 图 生成 树 的 清单 ,指明 图 的 那些 边 
可 以 导出 一 棵 生成 树 , 其 理论 依据 是 下 面 的 定理 : 

定理 10.7 B:(G) 的 v1 阶 子 方 阵 满 秩 的 充分 必要 条 件 是 此 子 方 阵 的 列 对 
应 的 边 子 集 导 出 0 的 一 棵 生成 树 . 

证 设 下 面 的 8B 是 B,(G) 的 -个 v1 阶 子 方 阵 ， 


6 fi, Er, 和 《1 
「 " ” ” 早 于 时 “ 
1 | hi 好 12 0 13 b -1 
B = i ha b 2 da YY bi 
| Fr ， 于 十 
wo 1 i Oo 3 hb ,1 


考虑 以 |e， ,ee | 为 边 集 ,以 V(G) 为 硕 集 的 G 之 子 图 G , 则 日 是 上 的 基 
本 关联 和 矩 阵 . 如 果 r(B ) =v 一 1, 即 满 秩 , 由 十 连 通 图 的 充分 必要 条 件 是 其 基本 关 
联 阵 的 秩 是 顶 数 碱 1, 可 见 GQ 是 个 硕 y 一 1 条 边 的 连通 图 .所 以 G 是 树 ,是 (的 
生成 树 ， 

反之 ,若是 G 的 生成 树 ,G 是 连通 图 ,又 B 是 此 连通 图 上 的 基本 关联 类 
阵 , 上 页 B' 注 牧 , 计 : 毕 . 

利用 定理 10.7, 把 一 个 图 G 的 基本 关联 短 阵 Bj(G) 的 -~ 切 vy 一 1 阶 子 方 阵 的 
行列 式 的 值 在 0-1 二 元 域 上 计算 出 来 ,不 为 零 者 的 到 对 应 的 边 (v 一 1 条 ) 即 为 --- 樟 
生成 树 的 边 集 ,如 此 可 列 出 6 的 一 切 生成 树 . 从 而 可 以 求 得 rc(G) (生成 树 的 个 
数 ) ,上 里 可 夯 出 各 个 生成 树 的 形状 .但 对 顶 数 较 多 的 图 ,这 个 办 法 不 好 用 ,计算 量 偏 
大 . 
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下 面 讨 论 有 向 图 的 关联 矩阵 和 基本 关联 征 阵 . 由 于 顶 与 边 的 关系 当中 顶 可 以 
是 尾 也 亲 以 是 头 , 所 以 在 关联 逢 阵 中 一 个 顶 与 一 条 有 向 边 的 关联 关系 除了 有 与 无 
之 外 ,还 要 区 分 出 硕 是 边 之 头 ( 用 一 1 表示 } 还 是 边 之 尾 ( 用 + 1 表示). 严格 定义 如 
下 : 

若是 一 个 有 向 图 ;VW(G)= Ti; 看, |; 有 向 边 集 为 让 (GG)= |ei， 
ep | , 则 称 盾 阵 

B(G) 一 (5 ) 
为 有 向 图 G 的 关联 知 阵 ,其 中 
一 1， 是 之 头 ， 
%» -0 wv, 不 是 e 的 头 与 尾 ， 


1， Ul, 十 e， 之 尾 . 
例如 图 10.16 中 的 四 项 竞赛 图 上 , 它 的 关联 和 矩阵 为 
1 2 [| 4 es [i 


1 
0 

| 0 -1 1 0 1 0 
| 


在 B{G) 中 每 列 恰 --- 个 +1,1 个 一 1, 其 余 元 素 为 
零 .车 从 B(G) 中 任 删除 -- 行 ,所 得 之 子 矩 阵 记 戌 《”》 
BCG), 称 其 为 有 向 图 G 的 基本 关联 知 阵 . 

有 向 图 的 基本 关联 矩阵 有 与 无 出 图 基本 关联 阵 。 
相似 的 一 此 性质 ,其 中 最 重要 的 还 是 用 有 向 图 的 基本 
关联 阵 可 以 得 出 其 底 图 生成 树 的 个 数 rt GG). 

在 无 向 图 当中 , 呈 (C) 中 的 元 素 与 和 运算 是 在 0-1 
二 元 域 中 进行 的 ,而 有 向 出 中 的 运算 则 在 整 数 范围 内 
进行 


若 BCG) 是 有 向 图 G 的 关联 算 阵 ,考虑 BIG) 的 图 10.16 
子 方 阵 的 行列 式 的 取 值 . 
芒 开 是 BCG) 的 子 方 阵 , 分 一 种 情形 讨论 detB 的 值 : 
(i 号 的 每 列 中 1 与 -1 篆 出 现 , 则 各 行 之 和 是 零 向 量 , 即 这 时 B 各 行 线性 相 
美 , 所 以 detB' =0. 
(0i) 的 某 列 皆 零 元 素 , 则 detB =0. 
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由 { 这 与 ( 放 知 B(G) 的 子 方 阵 之 行列 式 可 以 取 零 值 . 

( 襄 ) 车 不 是 (i) 与 (i) 的 情形 , 即 B' 中 有 的 列 只 有 1 个 非 零 元 素 , 这 个 元 素 是 
+ 1 或 -1. 按 这 一 列 进行 B' 的 代数 余子 式 展开 来 求 detB , 则 得 detB = + detB”， 
B" 是 比 B' 低 阶 的 余子 式 .用 B 扮 B 的 角色 ,来 求 detB”, 则 可 能 是 detB =0, 或 者 
对 BB 出现 (ii) 这 种 类 型 的 情形 ,而 得 B” = + detB”,B” 是 B 的 余子 式 . 依 此 类 扒 ， 
最 后 得 

detB EE 1~1,0,1:. 

由 (000ii) 知 对 任意 的 有 向 图 的 基本 关联 阵 , 其 每 个 子 方 阵 的 行列 式 的 取 
值 范围 是 | -1,0,1}. 

与 无 向 图 的 情形 相似 地 可 得 下 面 定理 ; 

定理 10.8 有 向 图 G 的 基本 关联 阵 的 v - 1 阶 子 方 阵 满 秩 的 充分 必要 条 件 吓 
此 了 方 阵 的 列 对 应 的 边 是 G 的 底 图 的 生成 树 的 边 . 

用 定理 10.8 可 以 求 得 r(G). 

公式 1 r{G')=det(B(G) BCG)), 
其 中 G' 是 有 向 图 G 的 底 图 ,BCG) 是 Bj{G) 的 转 园 . 

事实 上 ,线性 代数 中 的 Binet-Cauchy 定理 告诉 我 们 : y 守 nn 时 ,一 个 XX 阶 
矩阵 PP 与 一 个 n Xm 阶 和 矩阵 已 之 积 的 行列 式 是 把 Q 转 演 ,再 把 P 的 每 个 mx m 
子 方 阵 与 Q7 的 位 置 相同 的 到 组 成 的 mm X m 子 方 阵 之 积 的 行列 式 相 加 所 得 的 和 . 
例如 


1 5 
‘1 2 3 4 2 6 
P= ,QQ=|, ,|， Q =P, 
(5 6 7 8j 37 
4 8 
Wl 1 3 |1 4 1 3 2 4 13 4 
det PC = + | 十 十 | 
56 i157| 1 8 67 16 8 7 8 


由 定理 10.8,B(G) 中 生成 柑 的 边 对 应 的 列 组 成 的 v- 1 阶 子 方 阵 的 行列 式 之 值 

非 零 .所 以 此 种 子 方 阵 的 行列 式 取 什 为 +1,B,{G) 中 其 他 wv -1 阶 子 方 阵 的 行列 
式 为 零 . 所 以 ,由 Binet-Cauchy 公式 得 

det{ B,(G}: BI(G)} = (+ 1 r(G) = r(G). 

例如 求 z(K,). 考 虚 图 10. 16 中 的 竞赛 图 G, 则 G 的 基本 关联 算 阵 B,(G) 为 

rr1 0 0 -1 -10 

BGO=1-1 1 0 0 01 

| -11 0 1 0 
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det( B/(G) . BT(G)) 


0 1 一 1 
] 0 -1 一 ! 0| 
0 0 1 ， 
= detl||-1 1 0 0 0 1 
-1 0 0 
0 1 1 0 1 0 
-1 0 l 
0 ] 0 , 


,3 -1 -1) 
=detl-1 3 - | 16 = 4 ， 
-1 -1 3 
与 Cayley 定理 的 rtK,)=4 “一 致 .事实 上 ,用 公式 
rl) = det( BG} BrCG)) 
可 以 证 明 Cayiey 公式 rT(G = vw ,y= |V(G')|. 建议 读者 用 这 里 的 矩阵 -行列 
式 方法 证 明之 . 


10.2.3 团 矩 阵 与 剖 集 矩阵 


图 矩阵 与 制 集 容 阵 在 现代 信息 传输 与 电网 络 技 术 中 有 重要 用 途 .例如 可 以 用 
于 开关 网 络 的 优化 设计 和 构 作 电网 络 中 的 状态 变量 方程 等 等 ,在 此 我 们 扼要 介绍 
无 向 图 与 有 向 图 中 的 圈 和 矩阵 与 割 集 矩 阵 的 概念 与 构 作 方法 ， 
在 阐 空 间 入 G) 中 ,基本 圈 向 量 为 行 向 量 组 成 的 矩阵 记 成 Cr(G) ,其 中 心 是 
一 个 光 向 图 , 则 称 Cj(G) 为 G 的 一 个 基 图 矩阵. CJ(G) 有 ev+1 行 ,e 列 ,e = 
[IE(G)| ,y= | V(G)!. 
由 于 &(CG) 是 以 基本 万 向 量 组 为 基底 的 线性 空间 ,所 以 
rtCAG))= ev+1. 
由 于 G 的 生成 树 的 个 数 z(G) 未 必 为 1, 所 以 一 个 无 向 图 的 基 诡 阵 不 是 惟 
无 向 图 G 中 每 个 图 在 纺 G) 的 向 量 为 行 ,构成 的 矩阵 称 为 G 的 圈 短 阵 , 记 成 
CCG). 由 于 C(G) 中 有 一 个 子 矩 阵 是 C/A(G), 而 伐 G) 是 e~v+1 维 空间 ,所 以 
rt 一 E 一 YY 十 1 
由 于 CGC/(G) 是 如 G) 的 基底 阵 , 所 以 只 要 能 构 作 出 CJ(G), 则 CC) 中 每 个 加 
量 理论 主 可 由 Cj(G) 线 性 表 出 ,但 由 Cj/(G) 可 以 线性 表 出 2“ ' 个 向 量 .从 这 么 
光 的 向 量 中 筛选 古 ,就 时 间 复 杂 度 而 言 ,对 于 边 与 项 之 差 较 大 的 图 是 很 准 实现 的 . 


一 一 一 -一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 -一 - 一 -一 
一 一 一 一 一 一 


尽管 判断 -一 个 ' 代 局 ) 的 向 量 是 玫 表 示 一 个 图 所 需 时 徊 是 多 项 式 的 (以 边 数 与 顶 为 
自 变 量 的 多 项 式 ) ,但 需要 判断 的 向 量 有 2“ 个 , 太 包 六 ! 

对 于 Cy{ GG) ,我 们 有 有 效 算法 求 得 它 . 

定理 10.9 车工 是 无 问 几 避 的 生成 树 ,我 们 把 关于 了 的 余 岩 边 编导 为 ei， 
ce ii 把 会 e 的 图 记 成 C .1sisSe-vy+1 这 时 ClG)=TEC，], 其 中 
EE 是 -vw+1 阶 单位 阵 ,C 是 了 的 边 对 应 的 列 组 成 的 子 矩 阵 . 在 这 种 边 的 编 权 之 
下 , 设 呈 0G)-TB Bo ],BN 的 列 是 第 一列 到 第 -~v+ti 列 . 旭 

CC) = LEBL(BG)!]. 
证 ”由 于 镜 向 量 与 斯 集 向 量 正 交 ,及 以 


| - 工 [5 | T [ = 
CAG)Y- Bi = [EC 1 = Bu+ Cr, Br = 0( 阵 ). 
12 LBL | | 
我 们 是 在 0-1 二 元 域 中 计算 ,斯 以 得 
Bi 一 Ci Bn. to) 


由 定理 10.7, 在 BCG) 中 与 生成 树 个 的 边 对 点 的 列 组 成 的 子 方 阵 满 秩 , 所 以 B,， 
可 道 , 有 5 可 道 .于 是 (x) 式 右 乘 (Bi) 得 

(二 虽 1(Bi>)》 ， 
证 毕 . 

定理 10.9 告知 ,我 们 用 DFS 算法 求 得 G 的 一 棵 生成 树 了 ,把 工 的 余 树 边 编 
号 成 。 ,ee 再 抄 出 G 的 基本 关联 阵 B,《G), 则 可 通过 代数 运算 求 得 基 
本 立志 阵 C(G), 整 个 计算 量 是 6 与 的 多项式 ， 

当然 我 们 也 有 非 定 量 的 方法 来 求 得 Cj(C): 

(1) 用 DFS 求 一 棵 生成 树 了 . 

[ii) 标志 G 上 不 在 TT 上 的 边 el ez ,et .1 

(iD 对 于 ,i 二 1,2,…,e~v+1, 在 下 十 添加 e, ,再 把 得 到 的 图 本 + e, 的 一 
次 顶 * 逐 次 ”删除 ,最 后 得 到 的 那个 立即 一 个 基本 图 C ,如 此 可 得 ev+1 个 基 
本 器. 

两 类 方法 各 有 各 的 优点 ,定理 10,9 的 方法 更 适 于 机 器 运算 . 

下 面谈 泡 向 图 的 基本 制 集 答 阵 问题 . 

设 G 是 连通 无 向 图 , 汤 集 空间 式 G) 中 的 基本 制 集 向 量 为 行 组 成 的 矩阵 记 成 
Si:(G) , 称 之 为 基本 割 集 矩阵 .MG) 是 ，- 1 维 线性 空间 ,Sr(C) 是 式 G) 的 一 个 基 
底 些 阵 ,所 以 r(SiG) = 一. 

割 集 向 量 不 如 圈 向 量 那 祥 易于 判定 .我 们 下 面 用 基本 轿 矩 阵 通过 代数 运算 采 
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求 出 基本 着 集 矩阵 . 
定理 10.10 若 了 是 无 向 图 G 的 生成 树 , 按 定理 10.9 的 记号 ,Cr = [EC，]， 
且 基 本 市 集 矩 降 写 成 S(G)= [Sr Ej], 其 中 Ci 的 列 对 应 耳 的 边 ,Sj 的 询 对 应 
余 树 边 , 则 S， = Cy,. 
证 由 于 兴 G) 与 全 如) 中 向 量 的 正 交 性 得 
巨 
SGCAGH' = LS Er |= Sn + CH, 以 阵 )， 
万， ， 
存 0-1 二 元 域 中 得 
S, = Cr,. 


证 毕 . 
值得 注意 的 是 , 单 然 我 们 可 以 由 B; 求 得 C ,再 由 Cy 求 得 3S ,从 理论 上 讲 , 可 
以 由 S, 中 的 行 向 量 进行 线性 组 合 而 得 到 :KG) 中 的 -- 切 向 量 , 进 而 从 义 避 ) 中 第 
选 出 G 的 全 体 割 集 , 再 把 这 全 部 割 集 向 量 为 行 向 量 ,构造 出 6 的 割 集 知 阵 S(tG)， 
但 由 于 1%KG})| =2”! ,用 这 种 思路 来 组 建 S$(G) 对 一 般 图 是 不 可 能 在 合理 的 时 间 
内 实现 的 . 
下 面 讨论 有 向 图 的 图 第 阵 与 割 集 先 阵 .计算 在 整数 集中 进行 ， 
若是 -- 个 有 向 弱 连 通 图 ,了 是 G 的 一 棵 生成 树 ( 指 了 是 上 的 底 图 的 生成 
树 ) ,对 G 的 底 图 GG' 中 的 每 个 畦 忆 , 任意 确定 一 个 “走向 ”, 定 义 一 个 行 向 量 C, = 
(eat ,… ,al ) ,使 得 对 于 E(G)= eea eri， 
一 1，。 在 CG 上 ,但 。 与 CG, 的 “走向 ”不 同 ， 
at 二 0，p 不 在 C 上， 
1，e 在 C 上, 且 e 与 C 的 “走向 "一致 
皮 启 量 Ce Cs( 设 后" 中 共 六 个 图) 为 行 组 成 的 矩阵 叫做 有 辐 图 G 的 图 算 
阵 , 记 成 CCG). 在 CCG) 中 恰 会 生成 树 了 的 一 条 余 树 边 的 圈 对 应 的 C(tG ) 中 的 行 
向 量 组 成 的 CCG ) 的 子 气 阵 称 为 有 向 图 G 的 基本 图 秆 阵 , 记 成 Cj(G). 
例如 ,对 于 图 10.17 所 示 的 有 周 图 ,上 (G)== ie ,es,e3,e4,essesseri, 生 成 树 
上 的 边 是 e, ,es ,eyei ,用 和 粗 实 线 标 出 . 规定 其 上 的 每 个 圈 皆 取 逆 时 针 走 三 ( 别 的 走 
向 规定 也 可 ). 
Aeyezer:( 1,+1,0,0,0,0, — 1), 
Aesees: 0, —1,1,0,0,1,0). 
Aeaeses: {0,0,—1,1,1,0,0), 
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四 边 形 ej eyeses:(—1,0,1,0,0,1, ~—1), 
全 人 四 边 形 eseieser:f0, 一 1,0.1,1,1,0)， 
五 边 形 ejeyeseser:(~1,0,0,1,1,1,—1). 
| 1 1 0 0000 -1 
6 ，， 0 -11001 0| 
0 0 -1 1 1 0 
TY 一 
CC 1 0 1 001 -1l 
图 10 17 oO -1 0 1 1 1 日 | 
-1 0 0 1 1 1 -1; 


会 es ,es ,el 这 三 条 余 树 边 的 基 图 为 二 个 三 角形 ， 
-1 1 0 000 -1 
CAG)=10 -1 1 001 01. 
0 0 -1110 0) 
看 儿 抄 而 CCG) 倒 还 不 难 , 但 写 出 C(G), 对 一 般 图 而 言 是 十 分 困难 的 事 . 主 
要 是 时 间 复 杂 度 太 大 . 
C(G) 的 第 四 行 是 C,{G) 的 第 一 行 与 第 二 行 之 和 ;C(G ) 的 第 五 行 是 CG) 
的 第 二 行 与 第 三 行 之 和 ;CtG ) 的 第 六 行 是 C(G) 的 前 三 行 之 和 . 
一 般 而 言 ,CC(G) 中 各 行 是 CG ) 中 各 行 的 线性 组 合 , 且 当 懈 图 连通 时 ， 
C(OG)D) = riC(G) = ee-v+l1. 
共有 向 图 G 的 底 图 G 连通 , 当 VCV(IG) 时 ,着 VB,V(G)-V= 
六 ' 关 名 , 欲 使 六 与 VV 双方 断绝 连接 ,必须 把 (V ,VV ) 与 (WV, V) 中 的 有 向 边 全 
切断 ,所 以 对 于 有 向 图 , 断 集 形 如 ( ,YUIY ,YY .与 有 向 图 中 的 图 网 量 需 要 
有 一 个 “走向 "规定 相似 ,为 了 用 向 量 表达 断 集 ( VV ,VUCV ,V) ,也 应 对 其 规 
定 一 个 "走向", 对 每 个 断 集 , 可 以 任意 取 定 (V ,VV ) 的 方向 为 正 或 取 (V ,VW ) 的 
方向 为 正 . 设 (G)= |el ,es，… se| ,我 们 对 断 集 (V ,VUCV ,VV ) 用 es 个 分 
量 的 向 量 来 表示 : 
(WwW VD)UIOVV = (A,B ,A), 
0 ， e HV ,VU (VY ,VY), 
B=-1, ee (VV UV ,VV), 且 ,与 比 断 集 走向 不 同 ， 
1， 6E(V,V)U(VY,V), 且 we, 与 此 断 集 走向 相同 . 
G 的 底 图 怠 ' 中 的 基本 割 集 的 边 在 有 器 图 心 中 构成 G 的 基本 制 集 ,G 中 的 割 
集 则 对 应 G 中 的 割 集 ;G 中 的 基本 制 集 与 害 集 尼 为 如 的 断 集 , 所 以 它们 也 有 上 述 
向 量 表达 . 
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以 有 向 图 G 的 基本 割 集 向 量 为 行 向 量 组 或 的 矩阵 称 为 C 的 基本 制 集 和 矩阵 , 记 
成 SG) 以 有 向 图 G 的 割 集 向 量 为 行 向 量 组 成 的 矩阵 为 刀 的 割 集 和 矩阵 , 记 成 
StG). 
对 于 有 向 图 扣 , 可 以 证 了 明 奶 下 各 公式 : 
rfsfG)y = ro = v-1, 
B{OCT(G) = C(G)B' (G) = 0( 阵 )， 
C(OIST(GY = SCG})C (CG) = 0( 阵 ), 
而 且 可 以 由 Bj(G) 算 出 CCG) ,进而 算出 SG 
定理 10.11 若 G 是 弱 连 通 有 向 图 ,了 为 其 生成 树 , 且 C(G)= |[ EC, |]， 
Bi(G)=[BBuo], 其 中 C 与 Byz 的 列 对 应 生成 树 本 的 边 ,E 与 召 的 列 对 应 工 
的 余 树 边 , 则 
GC, 一 一 Bn(Br) : 
证 明 与 定理 10.9 相似 . 
定理 10.11 提供 了 由 B,(G) 计 算 CCG) 的 有 效 算 法 . 
定理 10.12 若 G 是 能 连通 有 向 图 ,人 是 它 的 生成 树 , 且 Sr(G)= [Sr El， 
Ci)=[EC，],Cr, 的 列 对 应 了 的 边 ,Sn 的 列 对 应 个 的 余 树 边 , 则 
SAG} = 1- CE 
定理 10.12 的 证 明 与 定 埋 10. 10 的 证 明 相 似 . 
定理 10. 12 提供 了 由 B,(G) 求 得 S,{G) 的 有 效 算法 .但 求 出 一 切割 集 仍 是 
难事 . 
在 对 图 进行 构造 性 的 综合 研究 的 同时 , 引 人 图 的 向 量化 ,和 矩阵 化 与 空间 化 的 研 
究 ,深入 进行 图 的 计 基 研究 .是 图 论 学 科 的 -一 种 进步 .在 计算 机 上 定 重 地 处 理 图 论 
问题 ,推动 了 图 论 在 这 个 方向 上 的 发 展 . 
对 于 选 定 的 生成 树 ,基本 图 向 量 构 成 的 基 轿 阵 Cy(G) 是 圈 空 间 %&G) 的 基 遍 
和 矩阵 . 可见, 确定 了 生成 树 , 原 则 上 就 等 于 把 圈 空 间 里 的 情形 搞 清 楚 了 ;基本 割 集 向 
其 构成 的 基本 割 集 着 阵 S,(G ) 是 斯 集 空间 XG) 的 基底 阵 . 可见, 确定 了 生成 树 ， 
原则 上 就 等 于 把 断 集 空间 中 的 情形 搞 请 楚 了 . 生成 树 的 不 同 选择 , CG) 与 
S,( 局 ) 往 往 会 相应 地 变动 ,生成 树 好 似 空间 刀 G).' XK 6) 的 标 架 ， 
由 于 | 人 GT=2297 1 G) = 用 COG) 行 的 线性 组 合 来 得 到 所 有 的 
图 ,用 SG) 行 的 线性 组 合 来 得 到 所 有 的 割 集 的 想法 ,落实 起 来 有 个 时 间 复 杂 度 
的 障碍 ,所 以 仍然 十 个 未 御 底 解决 的 问题 . 理论 与 现实 之 间 的 鸿沟 在 此 又 一 次 得 到 
体现 . 
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BAG),CAG),SA(G) 都 十 分 重要 ,但 B,(G) 易 丁 看 着 图 抄 出 来 ,我 们 建立 
了 由 Bj(G) 求 得 CJ(G), 由 CCG) 求 得 St GG) 的 有 效 算法 ,所 以 Bj(G) 是 最 基 
本 的 图 矩阵 . 

用 有 而 图 的 Bj{) 可 以 有 效 地 算出 生成 树 的 数目 r( GG). 

COAG) BCG), CAG), SCG) 不 仅 有 理论 上 的 价值 ,而 且 在 网 络 技术 
当中 有 广泛 应 用 ,将 来 摘 电 路 与 开关 网 络 工作 的 读者 必然 会 受 惠 于 它 个 

邻接 惩 阵 4(CG) 则 能 把 G 中 的 道路 情形 算出 来 ,我 们 可 以 通过 4 1C) 的 计 
算 ,准确 得 出 从 一 个 顶 到 任意 的 硕 有 名 少 条 长 = 的 道路 . 

从 理论 上 讲 , 有 了 一 个 基本 关 莫 和 失 阵 B,(G), 或 有 了 一 个 邻接 短 阵 A(G), 图 
G 的 一 切 性 质 就 都 定量 地 给 出 来 了 ,B,{O) 或 A(G) 中 包含 了 图 G 中 的 一 切 信息 
或 昌 包 含 了 G 的 一 切 拓 扑 性 质 . 


习 题 


1 证 明 I<tG | = 关 全 其 中 =1YEG = | EGG 是 无 疝 人 连通 图 . 
2. 证 明 |XG)?1=3 ! ,其 中 G6 蚌 雹 向 连天 图 . 
3， 写 出 图 10.18 中 图 必 的 戎 空间 你 G} 中 的 全 体 向 量 ,是 求 (6). 


图 10.18 


4， 写 出 图 10.18 中 的 图 G 的 断 集 空间 光 G) 的 全 体 向 量 , 且 求 S,tG). 
5. 车 G 是 有 ww 个 连通 片 的 图 ,求证 
rr 了 (个 = r(BAGD) = vw. 
6. 证 明 ;G 是 连通 图 当量 仪 当 rtB(G)) =r(B(G))=v-1. 
7. 用 BtG) 求 取 图 10.19 中 所 有 的 生成 树 (用 边 来 表示 生成 树 ). 
8. 设 0 是 蚤 连通 有 向 图 ,证 明 ,r(B(G))=r{Bi(G))=v-1. 
9. 设 局 是 其 底 图 有 ww 个 连通 片 的 有 向 图 ,证 明 ; xr(BCG))=r(BAG))=Y-w. 
10. 用 有 向 图 的 基本 关联 阵 来 让 明生 成 树 个 数 的 Cayley 公式 rt G]=. 
11. 用 有 向 图 的 基本 关联 矩阵 来 求 图 10.20 的 生成 树 数 虽 zf C) 


来访 = 


2 a! 


图 10.19 


| 


图 10.20 


13. 我 方 2 人 与 敌 方 2 人 同 到 渣 对岸 谈 判 , 仅 -: 只 船 ,每 次 最 多 限 乘 2 人 .如果 敌 我 双方 同 
时 在 场 时 ,我 方 人 员 必 须 不 少 于 敌 方 人 员 ,问安 全 迅速 地 使 双方 人 员 邦 渡 过 河 去 需要 多 少时 则 ? 


设 船 过 一 次 河 需 要 20 分 钟 . 
14. 设 占 是 无 向 图 , 令 


PIG) = SA (GO), 
+ 上 
其 中 AtG) 是 的 邻接 阵 ,加 法 中 1+1=1, 证 明 :G 是 连通 图 的 充 要 条 件 是 P(C) 中 的 元 素 弟 


为 1.(PLG) 称 为 6 的 道路 矩阵 ). 
15. 证 明定 理 10. 12， 


16. A2(O) 中 Ya = 1000, 求 e =? 其 中 后 是 无 向 图 = 1Y(G) se= 1ELG) |,at 


是 421CG) 中 的 第 站 号 元 束 . 


t] 


17. A'(G) 中 ,ae = 6000, 求 G 中 于 图 KK 的 个 数 .其 中 是 无 向 图 ,vy = | VtG) 1， 


dy! 悬 ATG) 的 2 导 元 素 . 

18. 设 无 向 图 G 的 基本 关联 垂 阵 为 
1 
1 
,和 


Br = 


求 局 的-- 切 生成 树 , 且 咒 图 示 . 
19. 设 无 向 图 G 的 基本 关联 阵 为 


1 
0 


B: = 


求 CCG)S S(tG). 
20. 已 舌 有 向 图 G 的 基本 关联 阵 为 
lt 3 
[| -1 0 


求 全 (与 SC 


+- 


第 二 一 章 ”图 论 中 的 NPC 问题 
11.1 问题 ,实例 各 算法 的 时 间 复 杂 度 


YnmENHntm=? 

这 是 一 个 "问题", 我们 称 之 为 加 法 问题 ,而 1+1=?,2+3=?7+8=” 
999999 + 888888 = ?” … 等 等 ,这 无 穷 和 多 个 具体 加 法 计算 的 每 一 个 题目 , 称 之 为 加 法 
间 题 的 实例 . 

图 论 当 中 也 有 这 种 情形 ,例如 

任意 给 定 一 个 图 6G, 问 G 是 否 Hatnilton 图 ?这 个 问题 我 们 称 为 Hamilton 图 
的 判定 问题 ,而 K; 是 否 Hamilton 图 ? 单 星 小 妖 是 否 Hamiiton 锯 ? 上 ;是 盏 
Hamilton 图 ” 正 多 面体 是 否 Hamilton 图 ? … ,等 等 ,这 无 穷 个 具体 器 题 的 每 个， 
则 是 Hamilton 图 判定 问题 的 实例 . 

所 谓 判定 问题 ,是 对 它 的 每 个 实例 , 管 案 不 是 “是 "就 是 “ 否 ” 的 间 题 .例如 上 述 
Hamilton 图 判定 问题 .上 述 加 法 问题 要 求 我 们 回答 “和 ”是 多 少 , 似 乎 不 是 判定 问 
题 , 但 在 离散 数学 当中 ,许多 问题 可 以 化 成 判定 问题 .例如 加 法 7+8=? 我 们 在 N 
中 讨论 问题 ,于 是 7+8=? 可 以 化 成 下 列 实例 : 

7 了 7+8& 是否 大 于 7? 答 ; 是 ， 

7+8 是 省 大 于 8? 答 : 是 . 

7+8 是 省 大 于 9? 管 :是 . 

71+8 是 否 大 于 14? 答 : 是 . 

7+8 是否 大 于 1$? 答 ; 盏 . 

至 此 得 到 答案 7 +8= 15. 

在 图 沦 中 也 有 类 似 的 事 , 例 如 XtG)=?” 我 们 扼 道 1 志 xX(G) 所 v(tG), 于 是 求 
XY( 如 ) 等 于 所 的 问题 可 以 化 成 判定 问题 : 

Y(G) 是 否 大 于 1? 若 回答 和 理 , 则 知 X(G)=1: 若 回答 是 , 则 又 问 : 

xf G) 是 否 大 于 29? 

若 回答 否 , 则 y(G)=2; 着 回 管 是 , 则 义 问 ; 

Yt 如 } 是 否 大 于 3? 

苦 回 答 否 , 则 y(G)=3; 若 回答 是 , 则 又 问 ;x(G) 是 否 大 于 44? 

由 于 x{G) 所 vy(G), 所 以 有 限 个 间 答 之 后 理论 上 凤 可 得 出 X G6) 的 准确 值 . 
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本 章 仅 讨论 有 可 数 个 实例 的 判定 问题 ， 

判定 问题 的 答案 是 最 简短 的 ,只 有 - -个 字 是 或 否 .但 有 些 判定 问题 (目前 有 数 
以 竹 计 的 问题 ) 的 回答 却 十 分 之 难 , 目 前 数学 与 计算 机 科学 拿 它们 没有 十 分 好 的 办 
法 ,只 能 执行 原始 落后 的 穷 举 法 , 例如 ,上 述 Hamilton 图 的 判定 问题 ,任意 给 定 一 
个 图 G, 它 做 为 一 个 实例 ,可 以 如 下 进行 判别 ;审查 每 个 顶点 序列 是 否 是 G 中 的 一 
个 圈 上 的 项 在 该 图 上 的 依次 排列 ? 搞 一 个 序列 的 审查 工作 不 是 难事 .例如 w ， 


T, sO We WwG) = 是 否 形 成 G 中 的 一 个 赂 ,只 和 需 看 序列 中 相 邻 两 项 


2 


UD, 可 5 | 古 下 G 中 邻 项 ,若是 , 则 G 中 有 Hamilton 赋 ; 若 否 , 则 审查 另 一 个 项 序 
列 , 如 果 发 现 某 .- 顶 序列 形成 - -个 图 , 则 宣判 G 是 Hamilton 图 . 如 果 每 个 顶 序列 
浓 不 形成 圈 , 则 宣判 G 非 Hamilton 图 .问题 看 似 回 答 有 术 , 但 我 们 面临 首 v! 个 项 
序列 .如 果 G 真 的 不 是 Hamilton 图 ,我 们 必须 等 最 后 一 个 被 审查 的 顶 序列 也 回答 
不 能 形成 图 时 , 才 敢 宣判 C 不 是 Hamilton 图 ,而 5"! 当 ， 稍 大 -点 时 ,是 个 十 分 之 
大 的 数 月 ,由 斯 特 林 公式 


nr! 一 | 和 人 一 ne" v amrz [1 +'ot1)j, 
:中 


当 ， 区 1 时 ,n1 是 超级 无 窍 大 . 当 万 星 够 大 时 ,例如 # 宇 60,; 则 a! > 各 ,而 3” 个 
顶 序 列 (y = 60) 的 审查 ,用 每 秒 钟 审判 出 一 百 万 个 序列 这 样 快 的 计算 机 ,需要 
1.3x]0 3 世纪 才能 完成 .由 此 可 见 , 用 上 述 的 穷 举 法 来 判定 一 个 不 太 大 的 图 (例如 
不 超过 100 个 顶 的 购 ) ,由 于 所 党 的 时 间 太 长 而 失去 实际 意义 . 

按 匈 牙 利 权 感 数学 家 Edmonds 的 定义 , 当 一 个 判定 问题 刀 给 定之 后 ,者 存在 
一 个 多 项 式 P(1) ,使 得 对 于 也 的 任何 输 人 长 为 = 的 实例 ,可 以 在 OLPtn)) 时 间 
内 对 这 个 实例 给 出 管 案 , 则 称 这 种 解答 的 算法 之 时 间 复 杂 度 是 合理 的 , 称 这 种 算法 
为 有 效 算 法 或 好 算法 ;否则 (例如 所 由 时 间 为 DO{&"),>1) 称 相应 的 算法 的 时 间 
复 染 度 是 不 可 容忍 的 , 称 这 种 算法 为 无 效 算法 或 坏 算 法 ， 

上 述 穷 举 法 判定 -个 图 是 否 Hamilton 图 的 算法 就 是 坏 算法 ,是 省 是 由 于 人 类 
的 智能 或 数学 与 计算 机 科学 的 水 平 还 没 发 展 到 可 以 设计 出 判定 Hamilton 问题 的 
有 效 算 法 的 水 平 呢 ?但 愿 是 如 此 ,但 也 有 一 种 可 怕 的 可 能 性 , 那 就 是 这 个 问题 根本 
就 不 存在 有 效 算法 ,对 它 设计 有 效 算法 的 努力 只 是 徒劳 ! 这 后 一 种 可 能 性 尚 末 被 
证 实 是 不 是 真 的 .到 日 前 为 小 ,我 们 已 经 发 现 了 一 个 问题 集合 ,之 中 的 问题 名 式 名 
样 .都 很 重要 .迫切 需要 有 效 电 加 以 解决 .但 每 个 都 未 搞 出 有 效 算法 ,只 是 发 现 了 它 
们 的 “ 共 命 运 "的 互相 牵连 的 性 质 : 它 们 之 中 某 个 如 果 存 在 有 效 算 法 , 则 这 个 问题 集 
入 中 的 每 个 问题 名 存在 有 效 算法 .这 就 等 于 说 它们 之 中 一 生发 现 某 个 问题 不 存在 
有 效 算 法 (不 存在 和 现在 尚未 设计 出 来 是 两 码 事 ), 则 这 一 大 批 问 题 就 个 个 都 不 存 
在 有 效 算 法 了 .到 底 这 两 种 串 能 哪 一 种 是 真 的 ”这 正 是 当今 计算 机 科学 的 核心 癌 
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题 之 ,是个 难度 极 大 的 心腹 之 患 ! 为 了 从 理论 上 严格 论证 上 面 讲 的 道理 是 成 立 
的 ,我 们 必须 引入 Turing 机 的 概念 ， 

图 灵 (A.M, Turing, 1912 一 1954) ,幼年 早 骨 ,剑桥 大 学 毕业 不 久 即 发 表 可 计算 
理论 的 革命 性 著作 ,第 二 次 世界 太 战 中 设计 了 一 台 破 译 希 特 蔓 军事 密码 的 机 器 ,使 
得 纳粹 的 军事 机 密 展 屡 被 英国 破获 ,因此 德军 吃 了 很 多 败仗 , 1936 年 ,他 提出 
“Turing 机 "这 一 重要 的 数学 概念 ,回答 了 作 么 是 计算 这 个 看 似 简 单 ,实则 十 分 谨 
刻 的 问题 ,Turing 机 的 精确 定义 是 基于 作 计 算 时 人 的 实际 动作 的 模拟 于. 


11.2 Turing 机 和 NPC 


称 五 重 结构 
(DT,S,h,f,0C) 
为 一 部 Turing 机 ,其 中 
有 = 
称 为 带 符 集 ,5 昆 空 卢 符 . 


S = Ts0r5 sr" Sar sys Sy 
称 为 状态 集 ,s, 是 初始 态 ,s、 是 yes 态 ,sw 是 no 态 ， 
hp=h(r) 


称 为 " 读 汪 头 " 的 水 位 函数 ,t=0,1,2,…". 

Turing 机 附设 一 -条 双向 无 穷 的 可 由 读 写 头 阅读 与 改写 的 “ 纸 带 "C,C 划分 成 
肥 泡 穷 地 址 序列 

,C2) ,C0 1), C0), CID CC 人 2 

Turing 机 运行 规则 如 下 : 

读 写 类 每 个 单位 时 间 指 着 -… 个 地 址 ,车 第 1 时 间 它 指 着 地 址 Ci) ,iEZ, 则 记 
咸 h(r) = i, 且 上 人)==1, 即 初始 时 刻 读 写 站 指 着 C(1). 

芒 输 入 符 为 1zi ,rr | 叶 夏 , 几 y{i,t) 表 示 第 1 时间 C(i) 地 址 上 写 的 带 
符 , 规 定 
i = 1,2, ,nn, 
7 FI1,2,.… ,ni. 

了 是 读 写 变换 ,是 从 (S -|sy ,ss1) Xx 古 向 SxTX 1 一 1,11 的 一 种 映射 ,其 中 
“x "是 币 卡 儿 积 ,规定 当 s (中 ES- sy,sy{t ,tel0,1,2,…*! 

FSC YORE) 2)) = (p,q,d), 


[1 ， 
7 (i,0) -1 
五 ， 
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| — s(tt+1), 
‘dE,HAA(t+1)= h(i)+d, 

IgE THAG) = i, Yi,t+1) = gq, 否则 y(i,t +1) = Pt 
即 引 对 现在 的 状态 5 与 读 写 头 指 着 的 地 址 (+) 上 的 带 符 y(th (2),2), 读 写 头 
把 下 一 时 间 的 状态 变换 成 p = s (1 + 1); 决 定 读 写 头 下 一 时 间 的 涉 位 h(t +1)= 
h(1)+d,d = ~ 1 时 从 现 涉 习 (1) 向 左 跳 -- 格 .d=1 时 ,从 现在 法 位 h(D) 癌 右 峡 
一 格 , 跳 前 把 现时 刻 t 读 写 头 指 着 的 地 址 f; 上 的 带 符 改 写成 下 一 个 时 间 的 带 符 
7Y(i ,t+1), 下 一 时 刻 其 他 地 方 的 带 符 不 上 变 . 

当 出 现状 态 sy 或 s、 时 , 即 得 到 了 Turing 机 的 运算 结论 yes 或 no, 这 时 , 即 
sf Eisy ,sv ! 时 停机 . 

从 土 述 Turing 机 的 描述 可 知 , 图 灵机 是 在 模仿 人 的 脑 ~ 手 一 笔 运算 过程 . 它 
的 * 纸 带 " 相 当 于 和 作业 本 , 读 写 头 相当 于 人 的 眼 、 手 . 笔 ,对 于 输入 集 | 4+, 7,，…， 
0) =z i=1,2,… ,nn 相当 于 “ 抄 题 ”而 有 映射 了 的 读 写 变换 相当 于 人 脑 
判断 ,确定 下 一 步 的 行为 且 指 挥手 和 笔 如 何 挟 动作 和 书写 . 它 高 度 概 括 地 回答 了 和 什 
么 是 运算 ,不 但 为 计算 复杂 度 理论 提供 了 研究 工具 , 侧 且 为 20 世纪 50 年 代 现 代 计 
算 机 的 设计 提供 了 思想 基础 ， 

下 而 用 Turing 机 来 定义 P 与 NP 两 种 问题 集合 . 

定义 11.1 车 对 判定 问题 D ,存在 -- 个 多 项 式 P(t), 对 寺 DD 的 任意 给 定 的 
实例 , 若 此 实例 的 输 和 人 符 为 x ,ri，… x, ,其 短 案 是 “是 "的 充分 必要 条 件 是 Tur- 
ing 机 在 Ps 时间 内 停机 于 s， 态 , 则 称 D 存在 有 效 算法 ,存在 有 效 算法 的 判定 间 
题 组 成 的 问题 集合 记 成 P. 

Db 闫 人 3, 例如 判定 任意 图 是 否 Euler 赂 就 是 P 中 的 一 个 问题 . 杰 书 前 面 讲 了 不 
少 解 决 各 种 问题 的 有 效 算 法 ,那些 相应 的 判定 问题 此 属 于 P( 不 是 判定 问题 时 可 以 
化 成 判定 问题 . ) 

我 们 在 第 1 节 讲 的 用 穷 举 法 解决 Hamitton 图 的 判定 问题 的 算法 不 是 有 效 算 
法 .虽然 任 给 的 一 个 图 是 否 Hamilton 图 的 答案 是 确定 的 ,但 用 那 种 穷 华 法 ,由 于 时 
间 上 的 困难 ,我 们 是 不 能 在 合理 的 时 间 内 来 确定 它 的 答案 的 ,我 们 猜测 顶 序列 mw ， 


vw"…w vo, 是-- 个 轿 . 审 查 此 序列 是 否 为 图 所 需 的 时 间 是 多 项 式 的 .如 果 用 Turing 


机 来 判别 每 个 项 序列 是 否 Hamilton 回 , 则 由 于 在 合理 的 时 间 内 不 能 完成 所 有 猜测 
的 判别 而 得 不 到 Hamilton 问题 的 确定 的 答案 ,这 时 我 们 称 Turing 机 成 了 “不 确定 
Turing 机 ”. 

定 光 11.2 设 DD 是 判定 问题 ,存在 多 项 式 P(:), 使 得 对 DD 的 输 和 人 长 为 的 
任 给 实例 .车 答 案 是 “是 ", 则 存在 一 个 有 关 猜 测 , 对 于 它 ,Turing 机 在 Ptn) 时 间 内 
停机 十 s, 态 . 若 答案 尾 " 告 ”, 则 对 每 个 有 关 猪 测 ,Turing 机 在 P(n) 时 间 内 和 丝 停 机 
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于 ss 态 , 这 时 我 们 称 不 确定 "Turng 机 在 多 项 式 时 间 内 解决 了 判定 问题 D; 在 多 项 
式 时 间 内 可 由 不 确定 Turing 机 解决 的 问题 组 成 的 集合 记 成 NP. 
由 了 与 NP 之 定义 入 ,PCNP. 查 是 
NP 富 PM 吗 ? 
这 是 一 个 十 分 之 重要 叉 二 分 之 困难 的 问题 . 如果 能 彻底 回答 这 个 问题 ,计算 机 科学 
特 获 得 重大 突破 ,因为 如 果 证 实 = NP, 就 是 宣告 那些 目前 靠 不 确定 Turing 机 
用 类 似 于 穷 举 的 第 法 子 来 求解 ,使 得 在 合理 时 间 内 不 能 确定 是 否 的 大 批 重要 问题 
理论 上 可 以 找到 有 效 算法 . 沃 尔 夫 奖 得 主 ,著名 数学 家 厄 尔 多 斯 (Erd5s) 说 :“ 如 琳 
能 证 明 或 否定 P= NP, 全 世界 的 科学 家 可 以 放假 七 天 来 庆祝 ”. 如 困 能 让 明 『P 郑 
NP, 也 就 不 必 繁 费心 机 为 NIC 中 的 问题 寻找 有 效 算法 了. 
定义 11.3 设 DD 与 ), 是 两 个 判定 问题 ,D, 的 每 个 实例 之 输 人 组 成 集合 
#4 ,二 1,2, 若 存在 多 项 式 Q(+) 和 映射 
:六 ， 
fF 在 Pln) 时 间 内 把 每 个 输入 长 为 n 的 实例 IE 映射 威 fF(I)E%, 使 得 了 的 
答案 是 “ 屁 " 的 充 要 杂 件 是 f(T 了) 的 答案 是 是”, 则 称 f 在 多 项 式 时间 内 把 问题 D， 
转化 成 呈 , , 记 之 为 DiscDD 
由 定义 11.3, 若 D, 之 D;, 且 已 知 D: 的 各 实例 之 答案 , 则 得 到 了 一 的 各 实例 
的 答案 ,但 知道 了 ;的 每 个 实例 的 答案 , 末 必 知道 D; 每 个 实例 的 答案 ,因为 了 不 
一 定 是 具 与 史 间 的 一 - -对 应 ;就 复杂 程 雇 而 言 ,D: 不 比 Pi 简单 . 
1972 年 , 卡 普 (Karp) 定 义 了 一 个 代号 为 NPC 的 NP 的 子 集 : 
NPC = IDIDE NP YD € NP,D’ DL. 
由 “oc” 的 定义 知 , NPC 中 的 每 个 问题 , 展 难 到 如 此 程度 ,以 至 于 集 NP 中 所 有 
问题 时 间 复 杂 度 方面 的 难度 于 - - 身 ,而 月 NPC 中 的 问题 还 具有 一 些 非 平凡 的 
命题 11.1 若 DD,,D;,ENPC, 则 D2D,. 
事实 上 ,和 由 NPC 的 定义 , 因 PD, ENPC, 则 DPD,ENP; 因 DENPC, 则 YD 5 
NP,D' SD,. 取 D, = , 则 可 得 DD;. 
命题 11.1 指出 Di ,DIENPC 时 ,DiccD: 且 DD;, 即 NPC 中 的 任 一 对 儿 
问题 ,它们 的 计算 时 间 复 杂 度 方面 的 难度 是 一 至 的 . 
命题 11.2 假设 PENPC 门 P, 则 了 = NP. 
事实 上 ,由 DENPC, 于 是 DENP, 日 VD ENP,D ccDD. 又 由 于 也 和 PP, 于 是 
D' 蕊 P, 至 此 得 到 YD ENP,D EP, 即 NPCP. 又 PSNP, 故 可 得 P=NP， 
值得 注意 的 是 ,命题 11.2 中 的 假设 DEPNNPC 是 否 真 有 其 事 ? 这 是 尚未 摘 
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清楚 的 问题 ! 命题 11.2 是 说 ,如 果 有 某 个 问题 记 , 它 是 NPC 中 的 一 员 , 它 又 是 了 
中 - - 黄 , 则 NP 中 的 问题 错 有 多 项 式 算法 .而 NPCCNP, 这 时 NPC 的 每 个 问题 也 
都 有 多 项 式 算 法 . 即 下 述 命 题 成 立 : 

命题 11.3 车 PN 站 NPC 吉 , 则 NPCEP. 

命题 11.4 若 存 在 DENPC, 但 太 和 外 , 则 DENPC,DEP. 

反 计 命题 11.4: 若 某 个 D, € NPC, 同 时 有 ;EP, 即 NPCNP 关 他, 则 出 命题 
11.3,NPCSP, 与 古 设 万 ENPC ,但 D, 和 全 P 亨 盾 , 所 以 D;,E NPC 同时 D;,EP 的 
现象 在 命题 11.4 的 条 件 下 不 成 立 , 即 命 骂 11.4 成 立 . 

命题 11.3 与 11.4 表达 了 NPC 中 间 题 在 时 间 复 杂 度 意义 下 共 命 运 的 性 奈 , 即 
NPC 中 某 个 问题 存 存 有 效 算法 时 ,NPC 中 的 全 体 问 题 泗 存在 有 效 算法 ;NPC 中 某 
个 问题 不 存在 有 效 算 法 时 ,NPC 中 全 体 问 题 备 不 存在 有 效 算法 . 

命题 11.5 车门 ENPE, 又 知 DiENPC,D:ccD , 则 PiENPC. 

事实 上 ,由 于 DD,ENPC, 则 YD ENP,D'SD;, 义 知 DDi, 于 是 DD 
ocD,, 即 DD, ENP, YD ENP,D' SCD, .由 NPC 定义,D)ENPC. 

命题 11.5 是 所 谓 NPC 的 完备 性 定理 ,完备 性 指 在 NPC 集合 ,通过 一 无 运算 
cc 得 到 的 结果 人 配属 于 NPC. 在 NPC 中 心 “ 生 出 "的 后 代 仍 是 NPC 中 的 元 素 . 

如 果 NPC 汉 他 , 当 我 们 发 现 第 一 个 NPC 中 的 问题 Do 之 后 ,由 Po 用 民运 
算 " 可 以 繁 术 出 NEPC 中 的 众多 问题 . 

加 拿 大 科学 家 Cook 发 现 了 NPC 中 的 第 一 个 问题 Du , 且 证 明了 数学 史上 著名 
的 Cook 定理 ， 


11.3 满足 问题 和 Cook 定理 


让 我 们 从 一 个 其 体 的 宝 五 选 购 问题 谈 起 ,总 结 出 什么 是 满足 问题 . 

珠宝 店 柜台 有 -二 颗 宝 石 , 革 顾 客 来 购 , 他 恺 粕 其 中 有 假 货 ,征求 三 位 行家 朋友 
的 意见 .行家 甲 说 ;"1 号 和 2 号 是 真 的 “行家 乙 说 :"2 号 和 3 号 是 真 的 “行家 内 
说 :3 号 是 真 的 ,2 甘 是 假 的 . "假如 申 忆 两 三 位 行家 朋友 说 对 的 可 能 性 都 至 少 是 
才 ,问题 客 应 选 购 哪里 宝石 更 保险 ? 

记 ,ivr 分 别 是 1 号 .2 号 和 3 号 宝石 的 * 真 假 变 量 " , 当 第 i 是 宝 各 是 其 
的 ,x 二 1, 省 则 x, 二 0.”~ "表示 否定 , 即 x,=1 时 ,x =0,x,=0 时 ,x, =1. 由 于 每 
个 行家 至 少 说 对 一 半 ,页 

| 13 | ris 


中 锋 有 取 1 的 元 素 . 由 于 rz: 与 zs 中 必 有 1 个 联 值 86, 所 以 若 z3=0,, 则 | .ri ,es 
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= ix,01, 1xz, Xa!l |xz2101. 于 是 | zx2,01 与 iz;,01 中 必 有 一 个 是 10,01, 与 
izz ,| zayzzl 中 皆 有 取 值 1 的 元 素 相 违 ,可 见 rz: =1, 选 购 3 号 宝石 保险 . 
- - 般 而 言 , 任 给 一 个 变量 集合 
X= rT 时区. 
X 中 的 元 素 ( 变 量 ) 的 取 值 范围 为 10,11, 且 x,=1 时 ,zx,=0;z, 一 0 时 ,x;=1. 


今 
L = i 21 ) 证 了 sa Tl ,TI Ti. 
L 称 为 字母 集 . 
字母 集 的 子 集 称 为 句子 . 


例如 ,月 面 的 选 购 问 题 ,X = fxziyzayzi 是 变量 集 , 工 = |zlyzayzrayizlyza， 
Z;| 是 相应 的 字母 集 , x1 ,zxi! .1r3 ,Ti ,1 x1,T! 是 三 个 合子 ,由 于 三 位 行家 至 人 少 
说 对 一 半 , 所 以 以 上 三 个 句子 中 秒 有 取 1 的 字母 . 

对 于 一 般 情 形 , 任 取 定 一 -组 句子 

C= ICoC2 rT Cnt ,Ym 人 EEN. 

间 是 否 存在 对 赛 量 集 X 中 每 个 变量 一 种 取 值 指派 ,使 得 C 中 每 个 句子 中 簿 有 取 1 
的 字母 ? 我 们 称 有 取 1 值 字 苹 的 句子 为 满足 的 (satisfiability). 

考虑 下 面 判 定 问 题 ; 

输入 : 任 取 变 量 集 X= zr YEN, zx E10,11 ,再任 取 句子 集 
C=|C ,C0 Cl YmEN. 

问 :是 否 存 在 对 变量 集 X 的 每 个 变量 一 种 取 值 指派 ,使 得 C 中 每 句 首 满足 ? 

这 -- :问题 的 代号 为 SAT. 

定理 11.1(Cook,1972) SATE NPC. 

证 SATENP 不 足 道 . 

往 证 YDENP, DocSAT, 即 和 欲 证 当 DD 的 长 的 实例 输入 为 1 时, 找 出 SAT 的 
一 个 对 应 的 输入 f(T) , 找 FD) 耗 时 为 多 项 式 Q(n), 且 了 的 答案 是 yes 的 充分 必 
要 条 件 是 f(7 了 7) 的 答案 为 yes. 

设 了 = (ri yr ). 

坟 厂 做 为 SAT 的 对 应 输入 如 下 构 作 ， 

S=|so,ss2 ,S081 = sy» 52 = $y. 

iD 站 = Pay+ISISP(I)+L .其 中 POz) 是 ?的 多 项 式 ， 

jg T= y= =. 

ks, = 上 ,0 gg. 

X=|1Gt HUIHG, IU ils, 下 ) 
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[iG(i t= OP CAD HOG I = OP (nxn)), | lS(r,k)!|= 
OCP(ln)). 
X 是 站 站 的 变量 集 他 
/(1) 的 句子 集合 为 C= ef 如 下 
= GC,O) 1 i nr = yi 
[GG00i ra < i Pn) tl! UU {G0,0,0)1. 
& sO,0):, HC 0)|!. 


6 = LSC.0), S21) ,7 Str, 9)1! 
UU 上 SC SC 

治 = U UTDGG500) G07). O(a) 
UY HOCG2n), Git}. 

6 三 UTC Pin + 1.1),.H(- Pln) + 2,1),, 
HP +L OF UY HHED ,2), H(i ,1)i1]. 
=U we 0). Gl 1 GO 十 工人 | 

0 一 UU .WU ; HS(r,k), H(i,1), 


Gt Sr + 1 RO {Sk), H(i,t), Of{i,t,7), 
GIs tA) SCOR) HCE), Gist ,I) H(i + d,t + 1)! 
| fisysm) = (se ar, yd) UU ,S(t,1), 
Sr + 1,1)),1 S(t,2),S(Cr + 1,2)11. 
= 1S(p(n),1)il. 
在 不 确定 Turing 机 上 对 了 回答 yes, 就 是 不 确定 Turing 机 在 多 项 式 时 间 
Pfz 内核 次 执行 下 列 人 项 运作 : 
Ti:t=0 时 ,D 的 输入 了 (rz ;we ) 分 别 抄 人 COD ,CC2)," ,Cin) 
外 ,CI0) CCat+t Ca+a3) ,CLP(tn)+1) 篆 空 晶 符 . 
Ta :so 是 初 态 ,h(0)=1. 
了 :对 每 个 :E10,Ptn)],Turing 机 恰 呈 现 一 种 状态 . 
Ti : 对 每 个 1: 蕊 [0, Pln}], 每 个 地 址 C{i) 外 恰 写 有 一 个 带 符 ,iE[ -Pln)+ 
1,Pfazy+1li], 猜 测 写 在 C( 一 1),C{ -2),…,C(-P(n)+1). 
Ts :对 每 个 :E10,P(n)j, 读 写 头 恰 指 着 一 个 地 址 CC(i),iE[ 一 Ptn)f1， 
Pin)+1]. 
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T5: 只 有 当 上 时 刻 读 写 头 指 着 此 地 址 ， 下 一 时 刻 该 地 址 上 的 带 符 才 能 改变 ， 

1 要 DIES-iorsv i 则 s Cit1) ,Y(th(2) ,t+1),h(t+1) 由 污 写 变换 
画 数 确定 ;车 s(tE lsy,sn!; 则 s+1)= st(1). 

Terst Pin))= sy. 

我 们 针对 1, 对 变量 集 X 的 到 值 指派 如 下 ，、 

(C1) Gti,f,7)=1 当 且 仅 当 (i,72)==y(Y(i,1) 指 C(t) 处 :时刻 的 之 符 ). 

(2) H(i,)=1 当 且 仅 当 (1) = 

(3) SCr,#)= 1 当 且 仪 当 1: 时刻 的 状态 为 s,. 

在 这 种 指派 之 下 ,不 难 验证 .#, 中 的 句子 短 满 足 当 是 仪 当 不 确定 Turing 机 热 
行 和 ,由 "cc" 的 定义 , D3CSAT, 证 毕 .… 

定理 11.1 指出 NEC 关 作 ,SAT 作为 NPC 集合 的 第 一 颗 种 子 , 通 过 cc 繁衍 了 
许 许多 多 NPC 问题 . 

在 SAT 中 ，, 若 每 个 句子 皆 由 三 个 字母 构成 , 则 相应 的 问题 记 成 3SAT. 

定理 11.2 3SATE NPC 

证 ”显然 ,3SATENP,. 只 大 证 SATec3SAT， 

今 局 = ia,as,… a;| 盟 SAT 的 一 个 输入 中 的 任 一 句子 ,我 们 来 证 明 蕊 可 由 
若干 由 : :个 字母 组 成 的 句子 代替 ,使 得 C 满足 的 充分 必要 条 件 是 上 述 三 字母 句子 

噬 满 足 . 邻 "是 替代 句子 C 的 字母 句子 集 ,C 中 的 句子 如 下 : 


(a) 7 二 1 时 ,C= ass zal sar Tir [ays risral, Nar, esrali. 


(b) 1 =2H 村 ,C= 1a .arii, la adr, li 
(ec) f=3 时 ,C0 = 1C1. 
(df>3 了 WH, = {a a rl a Toillleiet -4 Uli 
a je 
对 于 情形 (a) (b) (ce),“C’ 中 句子 错 满 足 , 当 且 仅 当 C 满足 "这 一 命题 显然 
成 立 . 
下 面 讨论 情形 (4). 若 C= 1a,a;,-…,ai| 满 足 , 分 三 种 情形 讨论 : 
(1) 车 aj=1 或 4,=1, 则 邻 二 ,=0,i=1,2,… ,1 一 3. 
(2) 茬 a1=1 或 a, 王 1,. 则 令 z=1,i1=1,2,…,1 一 3. 
(3) 若 某 个 a =1;2< < 1, 则 令 z=1,1 寺 i -2, 令 ,==0,k 一 1 所 
Ts 一 了. 
以 上 三 种 情形 必 可 出 现 -- 种 ,不 管 以 上 三 种 情形 出 现 哪 一 种 ,(d) 中 所 有 的 名 
子 皆 满足 .反之 ,车 (d) 中 每 句 备 满 足 , 则 人 C 满足 . 
显然 ,用 一 个 字母 的 -- 些 句子 如 土 来 替代 SAT 中 的 句子 ,所 用 的 时 间 以 SAT 
输入 长 的 多 项 式 为 上 界 , 可 见 SATfec3SAT. 证 毕 . 
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(1) 最 小 项 必 盖 问题 , 代 导 VC(vertex cover) 

输入 : 任 给 图 G 和 整数 让，1<R 委 | VCG)|. 

问 :G 中 是 否 有 项 覆 盖 集 了 ,使 得 | V ”| 所 ? 

VCE NPC. 

证 只 天 证 33ATecVC， 

设 3SAT 任 给 定 输入 1 的 实 量 集 为 

局 一 ya 
句子 集 为 
= CC, Ct!. 

取 VC 相应 的 f(D) 为 :上 二 2i+j. 

图 G 如 下 构成 :对 每 个 w, 全 U,G 有 两 个 项 与 vw, 和 一 条 边 v,v, .对 每 个 名 
子 忆 = EGG 中 有 项 相克, 人 各 过 六 妈 ,四 中止 贡 再 流 吉 迪 
要 上, 友 六 让 站 例如 工 是 

DU = Maal, = 4,L = jas War ta dl ata — us!, 
= Huutal ui, lu uuali,i = 3， 
得 到 的 (了 DD) (做 为 相应 的 VC 的 输 人 ) 为 有 =21+7=2x3+4=10, 大 六 中 的 图 CG 
如 图 11.1 所 示 . 


图 11.1 


因为 局 有 2j;+3i 个 顶 ,;}+6i 条 边 ,所 以 我 们 可 以 在 多 项 式 时 间 构 成 图 G. 
下 证 所 中 各 名 答 满 足 当 且 仅 当 G 有 不 多 于 个 顶 组 成 的 履 攻 集 . 
首先 我 们 注意 到 ,G 的 任何 一 个 顶 覆 瘟 中 ,对 于 每 个 7 ,1 所 7 所 j ,至 少 含 vw 与 
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w 中 一 个 项 ,和 对 每 个 ,1 所 si ,至 少 会 i, 翅 ,vw 中 的 两 个 顶 . 换 句 话说 ,一 个 
顶 覆盖 至 少 由 ; +21 个 顶 组 成 . 

由 于 六 ) 中 的 =2i+j, 所 以 A 了 ) 中 的 图 6G 车 有 项 覆盖 六 满足 要 求 , 则 
WV 中 恰 合 每 个 顶 对 | vw, ,ww 中 的 一 个 项 和 每 个 三 角形 vw vw wy 中 的 两 个 顶 . 

规定 -一 个 变量 (1 所 mm 所 站 的 取 值 指派 ; 当 vv, EV , 令 w= 二 1, 否 则 ww = 人 0. 

考虑 顶 集 i, 区, 翅 1 到 3SAT 的 上 中 对 应 的 那些 图 11.1 上 层 的 边 , 这 些 边 
中 的 两 个 将 被 YU ,ww ,切中 的 顶 覆 盖 ;第 二 条 边 被 对 应 于 C= | ,2,3! 
中 的 一 个 顶 (处 于 图 11.1 的 上 层 ) 所 覆盖 ,我 们 的 取 值 指派 中 这 些 “ 字 母 " 取 1. 于 
是 CC 满足 . 即 在 我 们 的 指派 之 下 ,中 每 句 皆 满足 . 

上 反之 ,车 荆 是 -个 使 中旬 子 管 满足 的 取 值 指派 ,我 们 可 以 如 下 构 作 一 个 恰 
含 大 个 顶 的 G 之 顶 覆 盖 V ,使 得 对 "上层 "的 每 个 顶 对 由 与 o .车 a 二 1, 则 
J 蕊 WV, 否则 ,VW .从 每 个 顶 集 io, 芭 , 太 | 到 3SAT 的 "字母 对 应 的 项 的 一 
条 边 至 少 --… 条 被 覆盖 .而 WV 能 覆盖 男 两 条 边 ,由 于 它们 的 端点 在 VY 门生 vi ,vw3， 
三 | 中 ,例如 ,指派 二 1, ww == w= 二 0, 则 

= {a rst di ar tals [us ws, ust | 
= (11,0,01 ,10,1,0| ,10,0,1|!, 
名 和 句 满足 ,相应 地 在 图 11.1 中 ,上 层 的 wf{fw =1),v(u=1),va(u;=1) 与 
oa = 1) 参 加 覆盖 集 V.V’ 中 处 于 “下 层 " 三 角形 中 的 顶 选 不 与 mw ,my ,oa yw 
相 邻 的 另 卫 个 顶 : 达 与 中, 要 与 矶 ,vi 与 3, 见 图 11.1 中 的 者 型 顶 .证 毕 . 

(2) 最 大 独立 集 问题 , 代 叶 IS(independent set). 

输入 : 任 给 图 G 和 整数 ,1k 和 | V(G)|. 

问 :G 中 是 否 存 在 项 数 不 小 于 上 & 的 独立 集 ? 

由 于 独立 集 与 覆盖 集 的 互补 性 , 易 知 

ISE NPC. 

(3) 最 大 团 问 题 , 代 号 CLIQUE. 

输入 : 任 给 图 G 和 整数 ,1 和 | V(G)|. 

间 :G 中 是 否 有 顶 数 不 少 于 的 团 ? 

CLIQUEE NPC. 

证 ”只 从 证 ISccCLIQUE. 

对 于 IS 的 输入 三 与 上 ,到 CLIQUE 相应 的 输入 (了 了) 为 G” 与 &,G 是 
的 补 图 ,得 到 f( 了 ) 的 时 间 是 多 项 式 的 .而 G 中 有 项 数 不 少 于 的 独立 集 当 县 仅 当 
Ge: 中 有 顶 数 不 少 于 的 团 , 故 了 与 了 (了 1) 同时 "yes”, 即 1SocCLIQUE, 证 毕 . 
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(4) 有 向 哈密 顿 轨 问 题 ,代号 DHPtdirected hamiltomian path ) ， 
输入 : 任 给 有 办 图 Co ,zymE YIG)， 

问 :G 中 是 否 存 在 从 wo 到 mm 的 Hamilton 有 阿 轨 ? 

DHPE NPC 

证 ”我们 来 证 明 VCecDHP. 

设 VC 的 输入 了 为 G 与 上 下 E11 2 VC 我 们 来 构造 /站 作为 


DHP 的 相应 输入 : 

(i YvE V(tG), 把 wv" 切割 "成 24(v) 个 顶 

v1), ol, 2 vl ,do v1), vt2,2) .vt2,.d( 1)). 

(i) 添加 wo = coalas 0 二 wy 这 上 个 新 硕 . 

我 们 所 构造 的 FT) 中 的 有 向 图 C 的 项 集 由 01) 与 (2) 中 的 全 体 顶 构成 . 即 者 
VE{G)= oz 

VG) = laosars a a UUto (1) ,vw (1,2),., 
vl ,adv )) ,v0 (2,1), v2,2),, vw, (2,d(v,))i. 

《ii ECG') 中 头 与 屁 沸 在 Jv, (1,1) ,vw(1,2),… ,vt(1,d(v,)),v (2,1), 

vw;(2,2) .7,5,(2,d(vw))! 中 的 有 向 边 的 安装 如 图 11.2. 


GD GD OD OO CD 


图 11.2 


Gv) E(G') 中 有 头 为 vw (1,1)(i 二 1,2,…,v) 而 尾 为 ao ,Qa1，… ,94-1 的 有 同 


边 , 见 图 11.2. 
(Cv) E(G') 中 有 以 vw 2d vw) (i 二 1,2,…,y) 为 尾 ,以 好 人 为 头 的 


+ 210) 


有 向 边 , 见 图 11.2. 
当 W(O) 中 三 项 与 wv 相 邻 时 ,把 与 nn 相关 联 的 边 编 号 记 成 et{ ,1)， 


eu,2) elu,d(iu)) ,与 v 相关 联 的 边 编号 记 成 e Cv,1),elv,2),…,e(v,a 
(Co)), 风 图 11.3. 
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图 11.3 


vi) wvEE(G), 且 边 ww 的 记号 为 ef 人 与 ef 人 时 ,有 向 图 G 中 有 以 
(1,1) 为 虹 vw(1,7) 为 类 的 一 条 有 向 边 和 以 #2, 门 为 头 vw(2,7) 为 尾 的 一 条 有 向 
边 , 如 图 11.4. 


二 让 da)) 


用 上 述 人 一 (vi) 中 所 说 的 顶 与 有 向 边 构 成 的 有 向 图 C 以 及 wo 二 ao,vo= a 
作为 DHP 的 输入 . 

上 述 G 的 构造 耗 时 显然 是 多 项 式 的 . 

下 面 证 明 Tyes 当 且 仅 当 f(D)yes, 邮 G 中 有 个 顶 组 成 的 顶 柳 盖 的 充 要 茶 件 
是 上 中 有 有 向 Hamilton 轩 P(wo, vo). 
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事实 上 , 若 避 中 有 一 个 须 覆盖 CC= io yo, 下 上 我们 在 全 中 从 避 的 顶 a 
出 发 ,通过 一 条 边 到 达 ww (1,1), 继 而 说 有 癌 胃 vj (i,1) v.02,1) v1(1,2)v(2,2) 
v1,3)v(2,3)…v1(2,d{v,)) 前 行 ,再 从 v1(2,d(vi) 通过 一 条 有 问 边 到 达 
a1;" 第 二 轮 " 从 al 出 发 ,通过 一 条 边 到 达 vw; {1,1), 继 而 沿 有 向 轨 vw (1,1)w,(2,1) 
va(1 2) v2 (2,2) v2(1,3)vw2(2,3)…v2(2,d(vw;)) 前 行 ,再 从 v2(2,4d (vw;)) 道 过 一 
条 有 向 边 到 达 a;; 依 此 类 推 & 轮 之 后 ,最 后 从 ww (2,d{w 到 达 a = wo ,获得 GG 
中 的 有 向 办 Pi(wo ,v0) .着 Pi{uo ,wo) 不 是 G 的 有 向 Hamilton 轨 , 任 取 各 ;mi， 
was ml ee= uv€EE(G),e=e(v,j)= ei) ,El v1 我 们 
用 畔 wx (1,7) vt,7) wu(2,j)au(2, 引 来 赫 代 PP， 中 的 #0, 让 (2,7). 如 此 不 渐 地 把 
了 PP 上 的 顶 增加 , 则 可 把 已 扩张 成 G 中 的 一 条 Hamilton 胃 Pen yz 

若 P(uo, wn) 是 (中 的 一 条 Hamilton 轨 , 仅 当 w(1,1) 与 w(2,4d(w)) 在 
P(ws, vo) 十 第 与 1ao ,ai,… ;ar| 中 的 顶 相 邻 时 , vw 进入 顶 覆 盖 3S, 则 | S|=&. 

(5) 有 向 Hamilton 图 问题 , 代 导 DHC(directed hamiltonian cycle). 

输入 : 尾 给 有 同 图 G， 

问 ; G6。 中 是 否 有 有 向 Hamitron 区 ? 

DHCE NBC. 

证 ”只 次 证 DHPoCDHC. 事实 上 , 若 DHP 的 输入 为 了; 一 个 有 向 图 G 和 wo， 
wo V(O), 则 取 DHC 的 输入 为 了 (TD):G = G+ wouo. 这样 在 G 中 存在 有 问 
Hamilton 轨 Piwo ,wo) 当 且 仪 当 GG 中 存在 有 问 Hamilton 图 .证 替 ， 

(6) Hamilton 轨 问 题 ,代号 HP(hamiltonian path). 

输入 : 任 一 无 向 图 G 和 不 同 的 两 个 项 aocE V(G). 

间 :G 中 有 无 在 w ,wv 之 间 的 Hamilton 轨 ? 

证 ”只 多 证 DHPSEHP. 令 有 得 图 G 和 两 项 vw 与 mwEYVIG ) 是 DHP 的 一 个 
输入 ,我 们 由 G 来 构造 一 个 无 向 图 G 如 下 :对 每 全 硕 vw,€ V(G ),G 会 三 个 硕 
ww 和 好 ,两 条 边 wiv ,wv 所 EE(G). 对 每 条 有 向 边 ww EFE(G),G 中 依 边 
vivl. 了 (1) 取 G 和 w 与 wi 作为 HP 的 对 应 输入 .例如 图 11.5 是 一 个 1 与 (站) 的 
有 具体 例子 . 

我 们 往 证 G 有 wi 与 吧 之 闻 的 Hamilton 轨 的 充分 必要 条 件 是 G 有 从 vw 到 
的 有 向 Hamilton 轨 . 

若 有 从 忆 到 am 的 -条 有 向 Hamilton 轨 , 则 C 有 在 他 与 友之 间 的 Hamil- 
tin 轨 . 反 之 ,六 Pl ,0 ) 是 Cr 中 的 一 条 Harmilton 轨 ,我们 从 vs 开始 沿 Plv,, vs ) 
运行 ,把 Plwl ,wi) 上 形 如 wiviwl 的 长 2 的 子 轨 编 成 一 个 硕 mw ,从 市 得 到 G 上 从 
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WH] 


图 11.5 


wv 到 的 一 条 有 向 Hamilton 辆 .证 毕 . 

(7) Hamilton 图 问题 ,代号 HC{ Hamiltonian cycle). 

输入 : 任 给 一 个 无 回 图 局. 

癌 :G 中 是 否 有 Hamilton 蔽 ? 

HCE NPC. 

证 明 酷似 DHCE NPC 的 证 明 , 请 读者 自行 给 出 ， 

(8) 货 郎 问题 ,代号 TS(travelling salesman). 

输入 : 任 一 加 权 完 全 图 G 和 整数 二 >0， 

问 :G 中 是 否 存 在 其 长 不 超过 上 & 的 Hamiiton 图 ? 

TSE NPC. 

证 “只 欠 证 HCecTS. 令 无 向 图 G' 是 HC 的 输入 ,| Y(G )| = ,我们 构 作 TS 
的 相应 的 输入 G 与 & = 如 下 : G 是 以 VCG) 为 顶 集 的 完全 图 ,对 每 条 边 eE 
下 (G) 加权 wwfe) 


1 ， uv E E(G'), 
wiie) -1 | 
2， uu FE(G'). 


显然 ,上 CG 有 无 向 Hamilton 圈 当 有 昌 仅 当 G 有 长 n 的 Hamilton 圈 , 即 HCocTS, 故 TS 
ENPC, 证 毕 . 

(9) 三 色 问 题 , 代 号 3C(3-colouring) 

输入 : 任 给 无 向 图 G. 

问 ;G 的 色 数 是 否 不 超过 3? 

xfG)=1 的 充分 必要 条 件 是 E(G)= 多. 

Y(G)=2 的 充分 必要 条 件 是 G 是 二 分 图 
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xftC)=3 的 有 效 的 充分 必要 条 件 是 什么 ?! 下 面 的 结论 告诉 我 们 ,这 个 问题 
是 最 困难 的 问题 之 一 : 

3CE NPC. 

证 ”我们 来 证 3SATec3C， 

设 3SAT 的 一 个 给 定 的 输入 了 为 名 子 集 


在 三 1C Ca 
相应 的 变量 集 为 
U = 二 


我 们 构 必 3C 的 相应 输入 了 为 图 上 : 
GG 中 有 如 图 11.5 的 子 图 . 


此 子 图 由 g 个 二 角形 组 成 ,这 些 三 角形 有 公共 项 vw , 底 边 是 ww, ,i =1,2,…,g. 

对 于 每 个 句子 C = |, dys dylE% j=1,2,…,P,G 中 有 如 图 11.7 的 
子 图 : 

注意 ,dy 人 la word dd) ;图 11.7 中 的 珊 ,bb ,ly 
就 是 图 11.6 中 一 些 二 角形 底 边 上 的 某 三 个 项 . 

G 是 由 户 个 图 11.7 中 的 子 图 和 图 11.6 中 的 子 图 并 (0D) 成 的 . 

下 面 证 明 , [yes 的 充分 必要 条 件 是 f( 1)yes. 

若 [yes, 即 有 -一 种 取 值 指派 ,使 得 名 中 每 急 皆 满 足 ,我 们 来 给 A( 了 ) 用 三 种 颜色 
进行 正常 顶 着 色 : 用 0 色 ,1! 色 和 2 色 种 颜色 ,我 们 上 色 时 的 规则 是 ,对 子 “ 字 母 ” 
顶 ,其 指派 的 值 为 1 时 ,此 顶 着 ! 色 , 其 指派 的 值 为 0 时 ,此 项 上 10 色 ,我 们 事先 约 
定 把 mw 上 的 色 称 为 零 色 ,uv 上 的 色 称 为 2 色 , 这 样 ,由 于 名 中 凶 甸 满足 ,( ,二 ， 
1 ) 天 (0,0.0) ,容易 证 明 图 11.7 中 每 个 子 图 是 3 色 的 , 即 (了 yes. 

反之 , 若 FTD)yes, 用 的 是 0 色 ,1 色 和 2 色 ,m 上 0 色 ,o 上 2 色 , 着 0 色 的 顶 
上 乱 的 “ 字 ” 指 派 值 为 0, 着 1 色 的 顶 上 写 的 “ 字 " 指 派 1 值 , 则 得 一 种 对 变量 的 取 值 
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图 11.7 


指派 ,使 得 每 个 包子 
Cty ds) ¥ (0,0,0). 
用 反 证 法 很 容易 证 实 这 一 结论 . 

至 此 得 让 3SATec3C ,证 毕 . 

(10) 上 色 间 题 (& 之 3) ,代号 CCR colouring). 

输入 : 任 一 无 向 图 G,kE13,4,…,1V(G)||. 

问 :是否 存在 G 的 顶 正 常 着 色 ,使 得 所 用 的 颜色 数 不 超 过 有 &? 

kCE NPC. 

证 ”只 欠 证 3C3kC. 设 GG 是 3C 的 输入 了 对 应 的 CC 的 输入 了 是 这 么 一 
个 无 向 图 G : 先 构 作 K;_;, 此 Ki: 与 局 无 公共 顶 ,再 把 K,_; 的 每 个 硕 与 C 的 每 
个 顶 用 新 边 连 接 得 到 的 图 即 为 G , 见 图 11.8. 

显然 ,xY(G) 坟 3 当 且 仅 当 x (6G )&, 即 3CeckC. 证 毕 、 

本 章 指 出 算法 在 时 间 复 杂 庆 意义 下 有 好 坏 之 分 ,用 Turing 机 为 工具 严格 论证 
了 好 坏 算法 的 区 别 , 用 不 确定 Turing 机 解决 问题 的 算法 不 是 好 算法 ,Turing 机 是 
描述 算法 过 程 的 数学 模型 ,任何 能 在 现代 计算 机 上 实现 的 计算 ,其 思路 都 可 由 
Turing 机 来 描述 . 

计算 复杂 度 理论 不 仅 是 计算 机 专家 关心 的 问题 ,而 且 基 应 用 数学 家 必须 过 问 
的 热点 问题 ,我 们 应 该 按 计 算 的 时 间 复 杂 庆 来 区 分 问题 是 否 难 解 ,而 不 是 从 问题 表 
而 上 给 人 的 感觉 来 判断 它 的 复杂 程度 .例如 ,图 是 否 可 用 三 种 颜色 来 对 顶 正常 着 
色 ,表面 上 这 个 问题 并 没有 使 我 们 感到 它 有 多 么 难 , 实 际 上 , 当 我 们 严格 证 明 3CE 
NPC 之 后 才 发 现 ,这 个 3 问题 是 集 NP 中 一 切 难题 的 计算 难度 于 一 身 的 大 难题 ， 
这 里 我 们 说 的 计算 是 指 “ 行 为 算法 " ,而 我 们 平时 遇 到 的 一 些 表 还 繁琐 ,已 知 与 未 知 
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图 11.8 


或 敏 判 定 的 情形 等 版 为 费解 的 -一 些 问题 , 却 往 往 是 在 有 限 步 缀 之 中 可 以 解 类 的 易 
解 问 题 . 

1972 年 ,Cook 种 Karp 的 NPC 定义 和 SATE NPC 的 定理 英 定 了 时 间 复 共度 
的 理论 基础 . 目前 ,人 们 妃 经 普遍 有 了 这 种 意识 ,在 -- 个 问题 面前 ,首先 要 判断 它 是 
否 属 于 NPC, 若是 , 则 不 宜 企 图 轻易 为 之 建立 有 效 算法 .因为 它 是 否 有 有 效 算法 ， 
理论 上 尚 无 定论 ; 车 -个 问题 属于 忆 , 才 可 以 为 之 努力 设计 有 效 算法 .这 种 了 与 
NPC 思想 的 有 无 ,时 区 分 一 个 计算 机 专家 是 否 称职 的 标志 之 一 . 

至 十 NPC 中 的 问题 是 否 真 的 不 存在 多 项 式 算法 ,这 是 当今 科学 界 十 分 担心 的 
问题 之 一 ,回答 "P= NP 吗 " 这 -一 问题 ,是 计算 机 科学 与 数学 科学 的 心腹 大 患 , 若 忆 
=NP, 则 应 为 NPC 中 的 门 题 们 设计 有 效 算法 , 若 P 尖 NP, 就 不 要 奢望 能 有 效 地 解 
决 NPC 中 的 任何 - -个 问题 了 ! NPC 理论 目前 尚 处 于 发 展 之 中 , 按 俗 话说 , 它 正 处 
于 方兴未艾 的 阶段 . 

本 章 证 明了 包括 满足 问题 . 色 问 题 .Hamilton 图 问题 . 货 妇 问题 等 12 个 脸 灾 人 
口 的 著名 问题 属于 NPC. 这 些 定 理 的 证 明 , 其 思路 .细节 和 技巧 都 十 分 新 锋 生 动 ， 
很 有 学 习 价 值 ,尤其 是 为 证 DiccD, ,由 Di 之 输入 石 设计 对 应 的 Ds 之 输入 了 = 
fF(1,) 叶 ,往往 需要 用 很 多 的 聪明 ,为 了 对 NPC 理论 有 真正 的 理解 ,希望 读者 下 工 
夫 做 出 本 章 的 习题 . 
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习 是 


1. 证 明 下 述 赏 郎 问 题 属 于 NEC: 

输 和 人 : 任 给 无 向 图 上 @, Ye 亏 玉 (G), 有 权 (ejEN,KEN. 

问 :G 中 基 答 有 总 权 不 超过 上 的 人 言 避 一 切 顶 的 回路 ? 

2. 证 明 下 烈 问题 属于 NEC: 

输入 ;人 性 有 向 疼 G,kEN. 

问 :CG 中 是 否 存在 项 数 不 超过 天 的 顶 了 集 W 守 V(G), 使 得 G 中 萌 除 中 之 项 后 不 存在 有 
向 轿 ? 

3. 证 明 下 述 问 题 属 于 NPC; 

输 信 : 任 有 向 图 G ,EN. 

问 :G 中 是 凑 存 在 边 数 不 超过 上 的 边 子 集 FE' 守 £6G), 且 G 中 删除 E 中 的 边 后 不 存在 有 疝 
匀 ? 

4. 证 明 下 述 问 题 属于 NPC: 

输入 :图 GEV,E), YeEF,u(e)jEN,kEN. 

问 :是 否 有 SCV(G), 司 得 


Ye) Sk? 
rE 


5. 证 明 下 述 问 题 属于 NPC: 

输入 :性 -无 向 图 G ,kN. 

问 :G 中 是 否 存 在 断 集 (3S ,二 ) ,使 得 |{1S,S)1 2? 

6. 证 明 下 述 问 题 属于 NPC， 

输入 :性 单 图 所 .EN 

问 ; 是 否 存在 可 道 映 射 p: VCEG)-*=11,2,… ,1V(G)|| ,使 得 


> | plu) — plv) lk? 
il 记 区 ( 记 } 

7. 证 明 下 述 问题 属于 NPC， 

输入 : 作 单 图 G,KEN. 

问 : 是 否 存在 可 道 映 射 9: YIG)11,2 ECG)| 使 得 


> gn) - gq(v) I 4 


mE 

8. 证 明 下 述 癌 题 属 于 NPC: 

输入 : 任 二 源 5 ,53 ,一 汇 二 ,13 网 络 NG,si ,52 ,Listzrc(e)), 其 中 cte) 是 非 负 整 数 ,需求 
RIRE10,1,2,..…|. 

间 ; N{G ,5 ,32 ,ty ,cle)) 上 是 否 存 在 两 个 整 值 流 贤 数 f,, 广 . 使 得 

(C1) YeeRIG) (eR0,H fi(e)t+t fle)Ecte), 

(C2) YouE VIG- 13,32rtirts!, 


fe = 0D,i: = 1,2. 
2 tte) A 


= 
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(C3) 入 fle)— > Fe 六 2 
下 lt) FE 5 


9. 证 明王 述 问题 属于 NPC: 
输 信 :人寿 一 图 局 和 E10,],2,…!. 
问 :G 是 否 有 顶 数 不 超过 上 的 支配 所? 
10. 证 明 下 述 问 题 属 于 NPC: 

输 大 : 冰 个 图 后 ， 与 Gy. 

问 :C 中 是 否 有 与 G; 同 构 的 子 图 ? 
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2. [FCK,}Y|= (区 sen 人) 


3. 例如 四 阶 萎 与 四 厦 “A] 子 ”【5 风 图 1). 
$, N-2. 
6. 设 5S, 与 5S; 是 任 划 分 成 的 两 个 集合 ,以 i 站 ,2,3， 
4,5: 为 项 集 作 长; ,当日 促 当 项 4 与 wv 满 是 w- wi€ 5 
{1 二 1,2} 时 ,把 边 ww 染 成 i 色 , 攻 123451 与 135241 分 别 
是 1 色 与 2 色 的 同色 五 边 形 , 则 1 工 与 4 在 同一 集合 中 ,2 
与 3 在 男 一 上 集合 中 ,这 从 命题 成 立 :不 然 会 出 现 同色 二 角 
形 和 Ay Dw tw 
图 | zsy ,zz 在 同 -集合 ,日 r+Yv= =. 
7. 上 以 大 为 项 ,两 人 为 朋 友 时 ,相应 的 两 硕 之 同 连 - 
边 , 若 任 二 人 朋友 数 相 异 , 依 题 意 ,43 一 10 是 人 人 数 ), 而 和 A=v-…1 时 , 必 有 5 这 1, 从 而 入 一 划 
+ 1 之 v, 这 与 种 顶 次 数 相 异 予 盾 . 而 43>v 一 1 亦 不 可 能 . 
8， 以 人 为 项 ,相识 时 ,之 间 连 一 条 边 . 
10. 必要 性 不 是 道 , 姬 半 炙 ECO)>E(H), 使 wvEE(G) 和 ww)EEE{H) 对 应 .于 是 
贡 可 谤 ,月 出 :te) = am 的 况 要 条 件 是 /ee 二 了 Lo). 


11， 充 分 性 显然 成 立 ;由 E(k,)= 人 外 .从 而 不 是 完全 图 用 ( ”的 图 中 . 定 有 重 边 ,与 


GG 是 单 疼 久 盾 . 
12. {fb}) 设 局 的 顶 划分 为 XY, I=y-mjY|=m, 则 etG)etKmn) = (br- 


sh 7 


|= 


14. -- 扫 下 过 slK,)= 了 n(n 一 1). 


16. 若 图 中 无 圈 , 考 虑 最 长 轨 , 此 加 两 个 端点 必 为 一 次 顶 . 

17. 以 送 动 队 为 顶 ,两 队 赛 一 局 , 则 在 一 队 之 间 连 一 边 , 再 用 2e = 哆 ，d(v) 来 证 ,这 时 = 
nt+i 

18. 令 G = GLV') ,把 恰 有 -端点 在 内 的 上 条 边 之 另 -端点 重合 成 一 个 端点 ,把 这 
条 过 与 项 * 并 人 G 得 图 (六 ,再 根据 G， 中 奇 次 项 之 个 数 为 偶数 即 可 得 证 . 

19. 以 2a 个 点 为 硕 ,只 要 两 个 项 在 同一 个 贺 肉 , 则 此 一 项 相 邻 ,得 到 -- 个 图 . 只 需 证 明 G 
是 连通 的 ;结合 每 个 顶 次 数 不 小 于 
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20. 先 证 此 图 必 有 阐 己 , 用 最 长 轨 方 法 证 .车 了 j vzE VEG}, 但 v 千 忆 , 旭 CC 上 有 三 次 顶 . 

21. 屿 个 前 形 . 

22. 两 个 . 

23. 氏 维 立方 体 的 硕 与 0 ] 点 维 向 量 组 一 一 对 应 ,而 后 者 恰 关 个 .在 土 述 走 维和 癌 量 中 ,固定 
上 -1 个 坐标 后 ,在 丰 维 立方 体 中 ,对 应 同 个 顶 ,这 两 项 相 邻 , 故 e= C0 2 '= 上 2 “. 按 每 个 顶 
坐标 和 的 奇偶 性 ,把 项 划分 成 两 个 对 集 , 即 可 验证 其 为 二 分 图 . 

34. KK, 基 无 边 图 ,KK;, ,是 KK 与 KK, 的 并 . 

25. Elf) +t ett j= et kK.,) vt 1, 故 e(G)= vy 1}. 而 v5 与。 ] 
中 有 .个 育 数 ,一 个 偶数 , 故 ，=0 或 1{ moad4) 

26. 这 种 图 "= ee:=5$, 共 两 个 -个 是 五 边 形 , 另 一 个 是 五 边 形 删 去 一 条 边 后 加 一 条 对 角 线 
使 其 舍 . 二 角形 . 

0 Krissl. 

31. 设 忆 中 个 项 的 导出 对 图 有 mm 条 边 .+ 与 上 是 CG 中 任意 两 个 项 .在 GG- vw 中 必 个 顶 
的 导出 子 图 黄 ( ”个 ,在 G6- 中 任 一边 wo 在 这 | “个 顶 时 册子 图 中 到 到 的 次 数 为 


y- 
ir 


ww 3 
Ci .uiv! 中 取 2 个 顶点 的 导出 了 图 的 个 数 [ ，) 于 是 上 有 
di) = eG- ww)= (人 (1) 
ef dfa.)= el = mm , 1 ,2 
| (人 12) 
Od) eG- 5) = ml 从 


EL 


0 9 


其 中 


(3)- {1) - (2) 得 。 与 1, 的 取 法 无 关 . 于 是 
iK:, ar =0. 
“ 1K al 三 1. 
32. 由 好 所 id = 2 扫 吗 即 得 证 . 
rE 
33. 大 | 六 "= 下 YI=e, 帮 和 1=1Y|. 
4， 必要 性 显然 成 立 对 于 充分 性 : 若 世 = 让, 则 在 w 处 作 记 个 环 ;车 d, =21+1, 则 在 荐 
-处 作 7 个 环 .dd, 为 奇数 的 顶 可 以 配对 后 以 边 相连 ,于 是 得 图 如, 其 次 数列 怡 为 di ,d:、… ,dd.. 
35 (al 7,6,5,4,3,3,2 若是 图 序列 , 则 此 图 7 了 个 而 ,A 二 6 ,而 仿 dv) 二 7;6,6,3,4,3,3,1 
若是 图 序 基 ,此 图 7 了 个 顶 , 对 dm)=d(vw}= 而 ,于 是 可， 和 vw 与 每 个 顶 簿 相 邻 , 餐 YWv& 中， 
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cu, 而 中 fr)=1. 耶 盾 ， 


(b) 入 dd 显然 成 立 ,又 上 个 项 和 导出 的 子 图 次 数 之 和 扫 ( 估 - 1) , 剩 下 的 和 ,am 可 以 给 
了 予 v,,… ,vw 最 大 的 可 能 次 数 之 和 Sminth,d, i , 故 
5 = 下 +】 


Na (+ 1) + Dminlk.d 1 
福 . (4) 必要 姓 三 为 单 图 .do = 相 =]12 ,RC1) 与 wy 关联 的 边 为 ww，…， 
viv ! 则 避 -vw 的 图 序列 是 中. 
(2) 若 | 关联 的 di 条 按 中 ,有 下 本 且 了 > 二 二 于 全 
所 = mxijl uw E Ft(G)| > di11., 
omni uv, E EC(G)| Ed+l. 
则 oo EE(ONI>Nn WH, ww EE(G), uw vr 二 ECOG) i 时 ,wi wtEE(G), 因为 d, 2 
ad ,os 与 不 相 邻 ,否则 di 裕 丰 + ] 之 已 , 耶 盾 .全 站 = 好 一 oa zh 十 wv, 
+ wo 上: 与 G 的 图 序列 皆 为 d ,只 是 的 jo 小 而 i。 大 了 ,如 此 继续 ,可 化 成 (1). 
充分 性 ” 设 的 图 序列 为 DD .在 G 上 规 入 异 于 GG 顶点 局 ,w 的 新 顶 w ,而 在 vo 
恒 wy .wi 11 之 间 连 上 边 ,得 图 G, 则 G 的 图 序列 为 4 
37. 若 归 是 局 中 边 数 最 多 的 “分 生成 了 图 ,可 以 证 明 五 即 为 所 求 ， 
38. 取 V(G)= SS,S 中 两 顶 相 邻 当 且 仅 当 两 点 相距 为 1, 引 用 ad(w)=2e 可 得 证 . 
0. 令 PP 是 最 长 轨 , 若 忆 之 长 小 于 二 , 设 P=vy vats : 则 dv) 宇 6 之 上 之 1 ,从 而 有 mm 
使 得 wo vi ua wi, 也 是 软 , 与 P 为 最 长 辐 下 盾 . 
41. mmE VioeY:, 由 连通 性 ,有 轨 PCw,w2), 在 Ptw ,ww ) 上 有 两 硕 ,ww, 使 得 EE 
YG). 若 人 不 连通 , 设 G1 ,G; 是 两 个 连通 片 , 取 VV 一 V(GD) ,VVG) 
Wi ,于 必 Vi 与 V, 之 间 不 存在 端点 分 别 局 于 Vi ,V 的 边 . 与 充分 性 的 假设 矛盾 . 
42. 若 避 不 连通 ,可 以 分 为 陋 个 顶点 数 分 别 是 v 与 v2 的 互 不 连通 的 子 图 G,, G2, 从 而 


、- vl 5 _- 2 一 | 
cos ) < ) ,了 盾 

43. KK. 1 加 上 一 个 必 次 顶 . 

44. 车 G 不 连通 ,有 -个 连通 片 Ci .1V(GJIs[ 羡 | .4(Gys[ 二 | -1 与 8>| > | - 
1 耶 盾 . 

45. 设 G 是 G-V 的 一 个 连通 片 ， > dew) -2e(G1)>0 为 偶数 , 故 wv 伸 向 G, 顶 之 
边 至 少 两 条 ,从 而 w(G- z) 扫 于 do 

47. 设 P=Piw,w) 与 P= Pa at) 是 两 条 最 长 胃 , 且 无 公共 顶 ,由 连通 性 存在 轨 
Pa ,vw ,从 而 可 找 出 比 中 更 长 的 加 
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48 不 妨 设 u,v,w' 连通 ,Piw.v),P (vw) 是 两 条 最 短 软 , 则 Pitw,v)tUP Cw,zw) 中 会 
-条 从 到 也 的 最 短 轨 ， 

49. 任意 项 对 ww€E VCEGY) uw EE(CIN doctu, wv) =1. (2 uuE EO), (a} VO) 中 
任意 项 至 少 与 u,v 中 一 硕 相 银 ,i ,yiG) ,着 Ir,y 此 与 w( 或 忆 ) 相 名 , 则 try) 守 2; 若 
与 x 相 邻 ,wy 与 vw 相 邻 , 刚 dt wv) 所 3, 帮 避 的 直径 不 大 于 3, 不 可 能 . fb)jwE V{G), 使 得 
uo, tnUE EEC) ,于 是 di (u,vw)}=2. 综 fF 可知 G' 的 真 径 小 于 3. 

50. 由 上 =v "2 知 , 存 在 便 ,与 sv 一 2 个 顶 相 久 ,而 与 优 不 相 竺 ,又 直径 为 2, 故 w 到 各 
顶 距 离 不 超过 2, 帮 etG} 守 2(y 一 2} 一 2 一 44. 

51, 存在 wwwy EECGY, 义 如 信和 通 , 有 轨 Pfu,w), 令 P= ww 之 1. dt 全 
EO). Rev us=wtn=1 w= ) 

53. 反 证 法 ,最 长 轨 方 法 ， 

54， 设 Pw ,a } 是 最 长 轨 ,w 的 邻 顶 全 在 hn) 十 ,从 而 可 以 找到 长 至 少 海 811 的 
图 . 

55. eyE EC(O),S(r) SI 分 别 表示 与 x ,% 距离 为 1 的 项 集 , St 站 Sty) = | S(tx) 
-YY 1Sfr) |= 上 -1, 赦 至 少 2+2(k 一 1}=2 个 项 . 

56. .4 VIG),S, 是 与 x 距离 为 i 的 顶点 集合 (i = 0,1,2,…),S, 中 硕 不 相 邻 , S 中 每 项 
恰 与 5 中 一 项 租 急 ,| Si =1 1S ;= 名 ,1 Ss| 二 丰 (是 1), 般 介 至 少 有 11+k+k(k-1)==+1 
个 国 ， 

57. {a) 逐次 副 去 -次 项 ,由 于 v= 1 或 2 的 单 图 不 可 能 e 尖 v, 故 当 删 去 一 次 项 的 步 又 终止 
时 ,得 到 ,之 3 的 无 一 次 项 的 子 图 ,此 子 图 中 有 圈 . 

(by 只 需 证 明 s ~- ，+4 丝 成 立 . 用 反 证 法 , 若 殷 是 无 两 个 无 公共 边 的 圈 的 es = 4+ + 的 顶 数 


最 少 的 图 , 则 的 转 长 不 小 于 5,H 56) 宇 3, 十 是, 由 Dv) = 2s 得 知 ， + 4 一 上 之 7 vs 
vB 由 膨 长 诗 5, 在 GG 中 有 长 g! 转 长) 的 图 人 ,局 ， 无 对 角 线 ,CC 上 的 每 个 顶 氏 有 伟 向 羽 外 
的 边 . 设 S 是 CC 上 上 顶 的 邻 顶 集 , 则 1 YIC II 近 15 1, 故 ， 基 1 S55 1+ Si | 之 1 之 0, 与 
vy 主讲 盾 . 

58. 用 Dikstra 算法 ， 

59, 只 能 有 人 和 狼 羊 菜 , 人 贸 羊 ,人 狠 菜 , 人 羊 菜 ,人 羊 , 空 , 菜 , 羊 , 狼 , 狼 菜 10 种 状态 ,以 这 十 
状态 为 顶 , 可 以 互相 转化 的 丙种 状态 之 间 连 一 边 . 再 用 IJikstra 算法 得 (这 权 服 二 


_ 狼 一 "人 狼 菜 
人 很 羊 菜 ~ 一 很 菜 一 人 和 狼 菜 ~ 羊 王 人 羊 王 空 
菜 一 > 人 车 菜 浪 


0，{ ri, x1 表示 8,5,3 斤 捧 子 中 的 有 酒 状态 ,用 Dijkstra 算法 求 (8,0,0) 到 (4 ,4.0 的 
量 拭 轨 得 : 
(800}—=(350})— 323)-> 020) (0602) sr]143) (440). 
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日 邻 anada ES Ay) = a0 ai ,a ) ,十 是 ai" 于 gai" ,及 令 = 
limy, ,由 连续 性 得 z= bm fy) = Fy}iT 是 闭 集 ,y,z 全 了 ,x 是» 鸭 了 了 象 点 , 即 著 y= {al， 
dtydr)d We= a d= faa.dl,Ha.,= jim as” < lim ar =&, ,ye SS. ,3, 团 . 


3. ) tn ln(t— el(K,)). 


64、 首先 逐次 删除 1 次 硕 . 得 一 个 至 少 四 顶 图 , 且 不 会 是 圈 . 

00. nn tH—n ). 

67， 以 人 为 项 ,相识 时 连 - - 边 , 则 此 图 中 的 四边形 无 对 外线 ,不 相 季 的 二 现在 一 个 四 边 形 
上 ,从 而 得 证 此 图 是 止 则 图 上 二 2 站 ,入 二 让 二 下 》， 

了 |， 用 公式 Yd v) = 2e， 


TE 


7 用 扩 证 汗 上 太 Sd) = De. 
HE 


第 二 章 
1. 晤 长 轨 起 点 终点 非 叶 则 有 闭 ， 
2， 最 长 轨 方 法 . 
3. 营 有 5: 个 叶 ,s 之 ,用 > yalv) = 2e 计算 得 凶 盾 . 
"Ey 


4、 若 6 = ，- w, 而 避 的 某 连 通 片 G 中 有 图 ,el )v{ G61), 从 而 e(G) = 了 elG) 产 


全 天 _ 
Gt 十 【, 莉 盾 . 


5 把 时 删除 后 得 的 树 与 尿 来 的 树 有 相同 中 心 . 
6， 数 学 归纳 法 . 
7. 对 "用 归纳 法 . 
4 好 用 归纳 法 
10. 81. 
1 记 汪 成 树 为 z， 个 ,下 以 证 得 -dr 1 dr 一 看-1 一 0 从 而 求 册 rf 二 2+ 
HS 13 -5 
(2) | 2 ) : 
[2 由 公式 rfK,)=n" ,由 对 称 性 ,KK, 的 每 条 边 在 它 所 有 的 生成 树 中 用 了 (x 一 1)x” 
了 nn 1 次 ,所 以 r(K -= 2 3-2)n 


16， 把 根 删 去 得 两 个 子 树 . 硕 的 个 数 分 别 为 二 与 一 下 一 上 二 0 有 一 1 从而 得 如 = 


-1T+w1 -4 
27 " 


Tm ] 
eA 1 一 nb, ] + 才 上 下 由 zB (rx) Nt 一 ] 二 0 得 (x) 二 
上 业 - 是 


把 ”1 .47r 做 级 数 展开 ,比较 系数 得 训 = (nn) 
9 描 去 千 成 树 的 两 个 时. 
2J4, 有 团 时 . 亿 团 上 删 去 -条 边 .无 图 时 删 去 一 个 时. 
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26. vt T). 

27， 局 中 的 生成 树 对 应 到 正中 并 不 是 生成 树 ,在 G 中 余 桂 边 对 应 的 五 中 的 皮条 边 中 ,还 时 
选 上 1 条 边 ,从 而 已 中 一 棵 生成 树 ,在 玉 中 产生 赤 ''!' 标 不 问 的 生成 树 , 故 z(H) = 
此 


第 三 章 


4. 灶 面 图 的 抉 当然 是 平面 图 .反之 ,用 关于 块 数 的 归纳 法 讶 明 , 每 个 据 皆 平面 入 时 ,整个 图 
是 平面 图 ， 

5 (1) 5 = 名, 删 去 #5 一 1 条 边 后 G 灾 成 树 . 琢 e 一 ($$ 一 1)=v-1.e=2v 一 2.(2)n:24,n-1 
条 辐 的 轮 是 # 个 质 的 自 对 伪 图 . 

8. 以 5 为 质 集 , 权 当 两 点 相距 为 1 时 ,两 斋 相 邻 的 图 (; 是 平面 图 ,于 是 e 寺 3n 6,n 二 3 
时 ,等 号 不 成 立 ， 

9. 正 2 面体 和 诗作 面体 . 

11. 对 每 个 连通 片 写 出 Euler 公式 ， 

v -E+ =2=1+1 

再 把 w 个 上 述 会 式 相 加 . 

1]2. 正 凹面 体 ;4 项 6 边 ;正六 而 体 :8 项 12 边 ;正八 面体 :6 项 12 边 ; 正 12 面 蛋 :20 珊 ,30 
边 ; 下 加 0 身体 :12 顶 红 边 . 

13， 着 虑 此 多 面体 平面 授信 后 移 对 伪 图 ,v0 = $5G) ,3 dn* 《2) 守 于 -1, 由 抽 民 
原理 , 必 有 了 两 个 面 边 数 -一致 ， 


第 四 章 


lL, 2n -17ll,n! 

2, 车 有 两 个 相 异 的 完备 匹 瑟 Mi 与 Mi , 则 MI 中财 : 天 好 ， TMLDM, |] 的 项 性 2 次 ,不 
可 能 . 

3. 上 为 侦 于 , 取 KK,,, ;为 奇数 ,再 加 过 Us Ua ;zy ,得 到 的 图 为 cn , 服 天 
个 两 两 不 交 的 CG 和 -个 新 项 tw ,把 每 个 Go 中 的 wo -与 vo 之 间 加 上 边 即 得 所 求 之 G， 

4 若 有 完备 匹配 ,第 二 人 总 取 第 一 人 相配 的 项 , 则 第 一 人 必 输 ,反之 , 若 扎 中 无 完 簿 匹配 ， 
为 最大 匹配 ,第 一 人 了 到 未 被 M 许配 的 顶 w ,于 面 不 论 第 一 大 如 何 取 w，1,%.-; 篆 被 M 许配 ， 
十 是 第 -人 总 取 与 ,相配 的 顶 w.. 

s. 把 K， 的 顶 划分 (X,Y) 中 的 其 与 了 之 芒 , 缘 以 个 12 编号 ,(, 门 表示 X 中 
前 ; 号 项 与 Y 中 的 ; 号 项 之 间 的 边 , 是 + 二 (medal iD0.12 nn 是 天 , ,的 1- 央 了 . 

6， 从 单 星 小 妖 中 副 去 - -个 一 册子 后 , 剩 下 两 个 不 交 的 五 边 形 . 

7 以 方 格 为 硕 , 有 公共 边界 者 两 格 对 应 的 顶 相 邻 ,得 一 个 二 分 图 G,G 无 先 备 录 配 . 

9. 书 中 有 Euler 回 耻 己 , 构 作 一 分 图 (X,Y,，E); 半 二 rT 1 Na 
yi.zw EE(G') 当 且 仅 当 与 vw 在 C 中 硕 次 相连 ,于 是 如 是 可 1- 因 子 分 解 的 ,从 而 如 导 可 
以 2 因子 分 解 的 ， 


224 ， 习题 解答 与 提示 


人 GC 一 一 一 DC 一 CC 一 GC 一 C1 一 -一 一 一 


11. X 是 行 的 集合 ,Y 是 列 的 集合 ,当日 仅 当 两 线 有 公共 工时 ,两 线 相 邻 ,构成 -个 二 分 图 
,应 用 Kanig 定理 即 可 . 

12. 按 11 题 的 构图 ,把 Y 中 不 满 次 的 顶 * 切 "成 一 次 顶 ,再 按 次 数 由 大 到 小 排列 之 ,从 后 
面 调 一 些 一 次 质 并 到 前 方 m 个 不 满 k 次 的 项 上 ,得 一 2xm 个 便 的 & 次 正则 -分 图 .有 完备 匹配 ， 
匹配 边 导出 的 生成 了 图 对 应 -一 个 0-1(m x *n) 阵 ,这 种 步 台 可 以 进行 次 . 

13. B= XX-S, 于 是 XX max| [后 1 一 | As =min | —- ISI+|Nv|l{:)|| min; |B| 
+ |N(X-B)i|,G 的 任 最 小 覆盖 党 取 BUN{X -B) 的 形式 , 故 最 大 匹配 边 数 为 || 六! - 

mex 1S| -IN{(s)||. 

14. 利用 13 题 . 

15. =(X,Y, 忆 } 十 二 分 图 ,r 是 偶数 时 ,加 一 些 边 使 GIY] 是 完全 图 ; 当 v 是 奇数 时 ,得 

吉 一 些 边 ,使 忆 [ YU1Y,!1 是 完全 图 ,wo 是 增加 的 新 顶 . G 变 成 图 日 .G 中 有 把 X 和 党 许 电 的 匹 
配 的 充 要 条 件 是 玉 有 完备 匹配 .Hal 定理 等 价 于 :“H 有 完备 匹配 的 充 要 条 件 是 站 5X， 
[Na{s)| 宇 |51". 
16. 用 Tute 定理 避 ,…,G, 是 所 -5S 的 奇 片 , m, 是 在 与 5S 间 的 边 数 , m= 
odd,& = odd; 
eweta 由 = iven. 
17 避 有 完备 匹配 ,由 Tutte 定 埋 o(G 一 v2) 所 1], 多 v0G)=even; 故 ot ~ vj] ,着 Yu 万 
V{GY,olG vu)=1, 有 肉 - 奇 片 Giv) ,vw 与 Co 之 间 的 边 为 efv) = vw,M= |e(w)| 为 完备 下 
配 . 

18. 在 剩 的 牌 多 的 人 手中 ， 

34 以 选 出 的 名 行 为 X,8 列 为 芋 构 作 一 分 图 各 =(X,Y, 王 ). 行 与 列 有 公共 格 于 时 ,此 二 
项 相 郭 ,如 基 2 次 正则 一 分 图 ,有 完备 匹配 , 白 子 与 黑子 相配 
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2 G(X,Y,E) 是 二 分 图 ,| 多 | 主 1Y|, 在 Y 中 漆 加 一 些 顶 ,使 |X|=|Y|, 再 加 一 些 边 ,使 
成 为 次 正则 二 分 图 ,逐次 求 其 完备 还 配 . 
3. 反 证 ,如 存在 最 仁 过 着 色 和 顶 必 , 满 中 dc (vw)> ecto. 中 有 有 奇 图 , 施 盾 ， 


5. vv=eodd, 在 正常 边 上 色 中 ,同色 边 条 数 过 村 (~ DD), (Gy- 1 之 e(), 和 而 G 是 让 


又 上 与 5 至少 有 点 -1 边 相 连 , mm, 守 ,v=even, 则 olG -5S)=0. 


则 图,etcr) = 六 A >4, 由 Viang 定理 ,X 过 + 1] , 故 XO) + 1. 
5. 正常 进 上 上 色 时 ,同色 过 条 数 最 多 条 ,en4, 玻 语 (6)> 和 ,由 Vizing 定理 ,x (CCG)= 辣 


+1. 

7. 每 俩 3 种 色 各 出 现 -次 ,每 色 组 成 一 个 匹配 ,1 色 与 2 色 导 出 的 子 图 是 2- 国 子 G, ,Cl 连 
遂 ,G 是 Hamilton 轿 . 

8. 了 节 课 ;车 上 8 节 课 ,需要 6 间 教 室 . 

9. (1) 对 K， ,进行 n 边 着 色 ,r62,3,… 3) 扫 放 -r(33 923 


寺 ” 进行 归纳 法 证 明 
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20. Eftk— 1){R—2) (Ek — Sk+8). 
21 Ck-1j"+(t "(tk-1). 
22, prk -27" + 1)"ktkm2). 
26. 由 $5 色 定 理 知 .G 不 是 平面 图 . 
3 加 , 利用 不 等 式 -等 [a1 ce] + 和 Schur 定理 ,ro 所 [61 e+1=1958. 
31. al 单 星 小 妖 )= 4, 识 单 星 小 轿 )=6. 
季 ，8{f 友 准 立 方 体 }=2: "一 oat 站 维 立 方 体 ). 
35. 再, 反例 旦 Star 


第 六 章 
, 不 是 Euler 疼 , 它 有 65 个 3 次 醒 , 也 不 可 - 笔 畴 . 
.上 (mod? ). 
.用 凤 证 法 ， 


. 不 是 .三 个 “，" 顶 删除 后 ,得 四 个 连通 片 ,由 定理 6.4, 它 不 是 Hamilton 图 
.用 数学 归纳 法 证 明之 ,人 2 的 大 维 立 方 体 是 Hamilton 图 . 


人 


9 在 图 2 中 ,4 个 导 顶 形成 一 个 四 阶 畔 ,4 个 d 号 顶 形成 一 个 4 阶 加 ;4 个 a 号 项 是 2 次 
顶 ,每 个 4 顶 仅 与 两 个 » 硕 相 邻 .于 是 ,把 四 个 b 项 删 除 后 ,得 六 个 连通 片 ,而 原来 的 4 基 4 马 图 
是 连通 的 ;每 个 十 与 -个 + -个 相 邻 ,而 每 个 a 与 两 个 5 相 邻 ,由 定理 6.4 知 ,4x4 马 图 非 
Hamiiton 图 ， 

10. 在 图 3 中 ,a 号 顶 是 2 次 的 ,它们 已 经 在 -一个 名 阶 医 上 ,所 以 这 4 个 a 顶 不 会 与 其 余 的 
21 个 项 形成 Hamilton 围 . 此 题 答案 且 否 定 的. 


11，K. 中 无 公共 边 的 Hamilton 图 有 [| 三 了 了 | 个,K。 中 过 总 数 为 方 a(m - 1) ,每 个 Hamilton 


国有 ， 条 边 ,所 以 无 公共 边 的 Hamilton 用 的 个 数 不 超 过 | 十 z(n -0) :| = | 号 + 个 


下 面 在 K. 中 用 构造 法 证 明 可 以 找 出 | 人 | 个 Hamilton 图 


226 ， 


习题 解 管 与 握 示 


对 于 = 24 1 本 过 1, 风 图 4.2&k+ 1 个 付 分 别 用 0.1,2,… ,2 来 表示 ,4,2,… ,2k 均匀 地 
放 存 图 上 ,0 顶 放 在 圆心 ,于 是 


C= T 四 CDS @ 
四 CD G&D Q@ 
是 一 个 Hamjlton 图 .把 这 个 图 顺 时 针 旋 转 二 ,得 到 与 C, 无 公共 边 的 Hamilton 图 C; ,如 此 旋转 
上 -1 次 ,可 得 到 上 个 两 两 无 公共 边 的 Hanalton 图 . 
对 于 = 二 2 上 +2, 表 衬 1, 把 2k+1 号 项 放 在 圆心 的 "上空 ”, 见 图 5. 当 图 4 上 的 图 C, 运行 到 


左 侧 让 水 平 直径 最 近 的 硕 雷 时 ,在 n =2k + 1 的 情形 是 向 右 下 方 运行 ,这 时 (m=2k 12) 改 成 问 
2k t 1 运行 ,再 从 2k+1 行 到 右 下 方 卫 水 平 直径 明 近 的 点 ,于 是 得 到 =2& +2 人 的 一 个 Haral- 


tn 图 C1-ODOB 6 六 人 .12 C+D gD, 再 用 肛 时 针 族 转 并 


的 方式 得 到 上 个 两 两 元 公共 边 的 Hamilion 图 . 


了 


综 上 所 述 ,K, 中 恰 有 | 三 了 | 个 无 公共 边 的 险 密 尔 王 因 


12. DDOODODeODDRE- 个 Hamihon 图 . 

13， 以 骑士 为 项 ,无 册 者 之 间 连 一 边 得 -图 G,d{v)n ,dw) + dlv) 实 2n ,由 Ore 定理 
知 可 以 入 席 . 

14. 用 Ore 定理 . 

17 如 为 Hamilton 图 ,G+ wv 显然 也 是 .反之 , 若 G+ uv 是 Hamilton 图 ,而 上 不 是, 这 时 
中 有 Hamitton 轨 vw wv;… ;其 中 ri = 1 中 二 是 :车 对 某 个 (2 和 i 寺 y 一 11) ,a 万 Ff 如}), 则 
,不 热 可 如 各 0 的 Hamiion 阐 . 因而 divw,}) 夺 vv- i- 
dw do + dr, v1, 与 已 知 diu) + q(tv)y 荐 盾 . 
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第 七 章 
1. om 
2. 利用 xtO) 筷 A+1 及 有 向 图 中 有 长 x -1 的 有 向 轨 来 证 . 
3. 上 ”一 站 一 个 


5. 改变 一 条 边 的 方向 ， 
6， 由 于 天 一 人 全 胜 , 得 分 最 多 者 不 超过 nn- 2{ 共 个 运动 员 }. 阁 无 两 人 得 分 一 和 至, 则 nn 人 


得 分 之 和 不 超过 0+ 1+2++(n-2)= 六 (n- 1)(n 一 2 , 比 竞 赛 图 的 边 数 了 nta 一 ]) 少 , 而 


每 一 边民 表 某 一 运动 员 得 的 -分 , 和 是 x 个 人 得 分 之 和 应 为 了 n(n 1) ,与 上 述 不 超过 小 人 一 
1(a -2 矛盾 ,所 以 有 得 分 相册 的 选手 .下 证 这 时 竞赛 图 中 有 二 防 有 向 圈 . 反 证 之 , 若 有 得 分 相 
同 的 选手 ,但 音 赛 图 G 中 无 有 向 二 阶 圈 , 任 取 wzE WCG) 不妨 设 w 指向 vin 是 有 向 边 ww 之 
尾 ), 则 任 取 一 指向 的 有 向 边 (x 不 全 胜 ) ,其 尾 是 z, 这 时 边 am 的 妊 岂 是 ,不 然 出 现 了 有 辣 
三 角形 . 出 有 向 边 ww 的 任意 性 知 w 比 v 包 得 1 分 ,与 4 与 4 得 分 -至 相 违 ,所 以 存在 有 了 向 三 
角形 . 
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!, 0 

4. 设 附加 源 ; 降 加 汇 1 ,从 ;到 痛 连 一 有 向 边 ,i=1,2,3, 容 量 分 别 为 5,10,5; 从 wti= 
] ,2,3) 到 1 分 别 连 - -有 了 向 边 , 容 毛 分 别 是 5,10,5. 

11. 设 人 是 一 个 最 大 匹配 ,对 M 中 的 每 条 边 .ry, 通 过 有 向 轨 szw ,从 ;到 t 流 过 个 单位 . 
显然 ,对 时 中 不 辣 边 ,这 种 有 向 罗 是 独立 的 . 故 最 大 流量 下 过 1M|. 

设 /是 N 上 整 信 流 函数 ,所 有 从 = 到 + 的 有 向 轨 皆 形 如 szyr , 若 它 从 到 #* 运送 一 个 流量 ， 
则 不 会 再 有 有 边 xy 或 .ry 能 被 用 来 通过 流量 , 故 使 得 fry) = 1 的 边 ry 之 集会 形 成 C 人 YY 下 ) 
的 一 匹配 ,于 是 1M| 空 下 ,从 而 | Mj;= 下. 

13. 设 G 中 无 把 X 中 的 项 缘 许 配 的 匹配 ,最 大 流量 上 = | M1,M 是 G 中 最 大 匹配 ,但 
|M | 之 ; 儿 !; 设 S 是 2F 算法 结束 时 粮 标 志 的 项 集合 , 则 (5S,5) 是 最 小 截 .又 - 切 形 如 zy 的 边 窜 
最 六 oo, 令 5S =X 站 SNSTDGCS, 又 无 和 -AS ) 中 的 顶 被 标志 .于 是 

(9S,5) = {si TE- SY) UN SY), ), 
双 【9S,S)1=1MSIX ,于 是 
其 -NS LZIXI, 

即 | WMS 入 13 . 

有 友之 ,车 GG 中 有 把 XX 中 的 项 丝 许 配 的 匹配 ,最 热 对 每 个 SEX,|NCS | 实 |5 |. 

14 令 夺 = 上 的 顶 划 分 ,把 氏 。， 定 向 ,每 边 兽 从 
x 指向 Y, 得 有 疝 图 好 .把 6 的 每 边 容量 定 为 1,X 是 源 集合 ,Y 是 汇集 合 ,r 的 供应 量 是 p. ,y, 
的 需求 量 是 9 .考虑 有 供需 要 求 的 网 络 N 上 的 可 行 流 问 题 . 

对 G 的 每 个 生成 子 图 ,对 应 地 有 网 络 N 上 一 个 流 , 使 此 子 图 上 每 一 边 丝 满载 , 莫 此 对 应 是 
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的 .十 是 (p,q) 可 由 .二 分 图 实现 的 充 要 条 件 是 N 上 有 可 行 流 . 
由 定理 8.6, 可 以 证 明 N 中 有 可 行 流 的 充 要 条 忻 是 


是 
Aini pk| 守 9，1 委 雪 雪 于 . Cx) 


1 = 2 


3 


事实 上 ,对 于 SG VLGY, 令 
{tS} = |il x EE SIS)= | | vy € 3!, 


如 1 
CLS) 一 > 人 fo 二 | TSY 1 J{S)., 【 甲 ) 
TS 
afx 站 3S)= 六 { 忆 1 
【 广 
YN 5S)-= Ss F 
etY¥ fs)}= 2 “ 呐 》 


设 N 中 有 可 行 流 ,由 定理 8.6 及 以 上 种 式 得 


IS) 1 IS) | 守 4- 


Sp 
,ET .ei 


取 SS=|izip kUiy 1 六 上 i. 十 是 


k 
> minip 外 这 np 


人 


即 ( * ) 成 立 . 
反之 ,车 (rr ) 上 成立 .S 是 V(C) 任 :- 子 集 ,由 (x ) 与 ( 甲 放 f 忆 并 内 小， 


CS) FN min|p,, 4> De - mn 


A 


宇 ptY 门 5) _ ox N53), 
其 中 上 = iJ(S)|, 从 而 N 有 可 行 流 . 
15， 以 。 为 源 ,t 为 沪 ,Bte)=1,cte}= 吕 的 PERT 图 看 的 网 络 上 之 最 小 流 即 为 所 求 , 也 就 
是 从 到; 的 最 大 流 为 所 求 . 
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1 若是 割 顶 ,Gu 不 连通 , 它 至 少 两 个 连通 片 . 设 U 基 其 中 一 个 连通 片 的 项 集 , 令 W 
= VEO) -TUVU1zD .于 是 Ya& UwE ,5 与 w 分 出 于 G 一 v 的 不 同 达 通 片 ,这 时 局 中 从 
zx 到 tw 的 一 切 轨 上 必 含 .不 然 ,车 局 中 一 轨 Priw,w) 不 会 vw, 在 G 一 vv 中 的 有 轨 P(la, tw), 与 
4 ,xw 分 属于 局 一 vw 的 两 个 连通 片 相 韦 . 

反之 , 若 包 在 & 到 的 每 一 条 轨 上 , 则 和- za 中 不 存在 & 到 z 的 园 , 全 一 v 不 连通 .所 以 
是 局 的 割 顶 . 

3. 设 z 是 6 的 桥 ,车 z+ 在 G 的 -个 圈 C 上, 则 GG x+ 仍 连通 ,与 x 是 G 的 桥 相 地 盾 . 所 以 
桥 不 在 图 上 上. 

反之 , 若 zEE(G) 不 在 G 的 任何 圈 上 ,但 x 不 是 桥 , 则 G- 工 仍 连通 ,在 后 - xz 中 考虑 7 
的 一 端点 志 与 之 间 的 较 Piw,v), 在 避 中 Plu,v) 并 上 之 是 一 个 圈 , 与 x 不 在 G 的 图 上 季 盾 ， 

4. 车 。 在 G 中 从 侦 & 到 v 的 一 切 轨 之 上 , 则 Ge 中 从 az 到 口 无 轨 , 即 女 -e 不 连通 , 故 。 
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是 桥 , 反 之 , 若 e 是 桥 , 所 以 已 ，e 不 青 连 通 , 设 了 与 证 是 G-e 的 两 个 连通 片 , 职 wE Uv 
W, 央 如 中 e 在 从 uw 到 ww 的 一 切 轨 十 . 
6. {3)(5)(7)(8)(9) 是 块 的 充分 避 要 条 件 . 
7. 车 避 中 有 颖 6= x, 则 ww (GG}=1, 而 这 时 与 vw 是 鸯 大, 故 xtG)=1. 车 避 中 无 桥 , 则 
x 《GG) 守 2, 有 x* 条 边 , 删 除 这 些 边 之 后 6 变 得 不 再 连通 ,于 是 删除 这 * 条 边 中 的 x ~ 1 条 之 后 ， 
作 变 成 有 桥 图 , 设 此 桥 为 e= wv, 我 们 对 上 述 x ”- 1 条 删 去 的 每 条 边 上 选 - -个 端点 , 删 去 这 些 端 
点 ,再 删 去 5 或 wv 中 之 一 硕 . 则 局 变 得 不 连通 ,可见 x 所 . 
12. m=27 时 ,我 们 来 证 Got2r,n) 汕 有 少 于 2r 个 项 组 成 的 陋 房 集 . 若 Y 是 -个 隔离 集 ， 
且 | | 过 2r ,中 设 了 与 两 个 顶 分 别 属 于 Go(2r,n) 一 六 的 不 同 连 通 片 , 令 
SS= jr7i+t1, ,771,17!, 
T= 1881+ li 1,7l. 
加 法 在 medn 之 下 执行 . 因 | 所 27 ,不 和 失 一 般 性 , 设 | VW 间 S|<<7. 则 显然 存在 S.-W 中 的 序 
列 , 从 i 始 .到 ; 终 , 使 得 此 序列 中 连续 两 个 顶 号 码 差 的 绝对 值 最 大 是 .但 这 样 的 序 询 中 相连 续 
项 之 休 存 在 边 , 即 在 Gnt2r.n) VY 中 有 胃 P(i,7), 上 与 i, 分 居于 G,(2r,n) -VW 的 两 个 连通 
片 闻 稍 , 故 Go (27r,n} 是 27 连通 的 . 
相似 地 可 证 G,t2r +1,7n) 是 2r+1 连通 的 . 
及 wx 所 以 Go lm ,nn) 也 是 产 边 连 遗 图 ,用 不 难 证 明 xiG {m,n = (Got mm) 一 mt. 


- 


13. 由 于 elm | lel Go m,n)) = | 至 | 1. 而 Golm,n) 是 nn 顶 m 连通 


也 
图 , 喜 
Ent msn) (+ 1， 


即 得 sf .my = [2 | +1. 
15. 用 可 大 流 证 明 站 ap = mate 
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L， 每 个 基 图 组 是 尺 (OG) 的 基底 向 量 组 ,每 个 基 图 组 共计 6 一 y+ 1 个 向 量 ,在 0-1- -元 城中 
进行 线性 组 合 . 一 个 基 圈 中 每 个 基 向 重 的 组 合 系数 可 以 取 人 0 与 1 两 种 值 ,所 以 组 合 出 的 全 体 向 


量 个 数 1C0G)| 是 2'"". 
2 每 个 基本 割 集 组 有 。 1 个 向 量 , 在 0-1 二 元 域 中 由 基 割 组 组 人 台 成 的 所 避 } 的 全 体 向 量 


个 数 为 2 一. 
5 在 抄写 BLG) 时 , 先 排 G; 的 项 与 边 , 接 着 依次 排 人 Gi ,Ge ,G。 的 项 与 边 ,其 中 局 


是 的 第 ; 个 连通 片 ,于 是 BG) 形 如 
r 1 
| BCG) 0 | 
BG,) | 
B{G,} 


BG,) 
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一 一 一 


一 -一 -一 一 -一 一 “一 


Pi (BCG = SBOGND = Ss -DD = 其 中 = 1YCGJ i=1,2. 0 
BfG, ) 的 每 一 行星 KG, ) 中 的 向 量 ,而 多 G,) 是 ww 一 1 维 的 ,所 以 r(B(G.))=h- 1= 
rtBEG, ,从 而 7r(B/(G))= yw. 
10. 考虑 竟 赛 图 KK, 的 生成 树 的 数 自 (KK,). 设 B.CK,) 的 元 素 为 如 , 则 
B,CK, BR,) = (Bb) ye ys 
其 中 


二》 有 
由 一 
当 7 -工时 ， 
= 2 
点 二 1 

又 由 并. 是 完全 图 ,每 顶 与 一 1 条 边关 联 . 故 

让 1 1i=1,2,,v—1. 
当天 ) 时 ,8', 一- 工 . 故 

人 -lt -1 >- 1 一 | 


. | -1 rv-l -1 -1 
BiCK BIOK = | . . | 


| -1 -1 1; 
F 面 计算 det( 是 (KBICK.)) ,为 此 ,考虑 ，- 1 阶 方 阵 了 ,其 元 素 为 
tc 一 |， 
1 = lt =1.3 关上 
易 得 de11=1, 上 是 
[|y 0 0 ' 0 


| 
lo ,v0.00 

de{ TBAGIBIHGPD= 1: 1 | : |. 
0 0 0 v 0 
I 


而 detf YBCOCIBIO)) = det Tdet( B.C Br( CD) 
-de B.AG)BI (GY)), 

上 吉 z(tK,) 一 det{ BAG)BIEG))= yw .这 正 是 Cayley 定理 的 结论 . 

12. 考虑 V(C) = :i ,vw;! 的 连通 图 下 ; ,A 愉 为 :的 邻接 扼 阵 , 当 皮 为 奇数 时 ,从 vw， 到 
wv 的 长 上 的 道路 及 从 vw; 到 vv 的 长 的 道路 不 存在 ,而 从 v， 到 的 长 上 的 道路 恰 1 条 ,由 这 
时 A 一 下， 

当 为 偶数 时 ,从 ,到 vw 的 长 二 的 道路 不 存在 ,从 w 到 ,从 v3 到 v2 的 长 上 的 道路 恰 
1 条 , 故 这 时 A 二 E,E 是 单位 阵 . 

13. 用 (m,n ,4) 表 示 左 岸 我 方 mw 人 , 酸 方 r 人 ;Cmnr) 表 示 右 岸 我 mr 人 ,本 nn 大 .从 左 
岸 到 右岸 去 ,全 部 可 能 的 状态 为 


习题 解 管 与 提示 . 23] ， 
w= (22, oa 2, vd, vw = (2,0,1), 
ws = O21), ve = tO}, v7 = 2,27), wa = (2,1,7), 
ve = lr, wo = (D007), vw = 02,7), vw = [0,1,r) 
用 VG)= |o ,v2 ,vw ,ww ;为 顶 集 , 构 作 一 个 二 分 图 G, 仅 当 两 个 状态 z 与 v 可 以 左 横 转 
化 时 ,在 vw 与 思 之 和 癌 连 一 边 , 见 图 6. 


SS 
NN 
KIS 
人 GO 7 人 
图 各 
AG) = | oo 
其 中 
‘00o01l11l11 
11010 
_ | ID0000 
A guo 0 
1! 10040! 
LDO00 ol 
显然 有 


人 到 ). k 为 偶数 ， 


| 
人 


用 a 记 上 A 的 元 素 ,a 忆 忆 姬 中 元 素 , 我 们 欲 找 合 atf 才 0 的 最 小 的 EN, 经 计算 得 
ai 一 0，e =4, 
即 小 船 至 少 一 次 过 河 才能 把 + 人 运 到 右 岸 ,只 需 100 分 钟 . 
14. 考 弄 4 和 中 元 素 的 留 论 含 广 和 11411= 1 的 运算 . 


17，1000. 
第 十 一 章 


1，HCocTS. 术 妨 设 凡 e) 二 1,RC 的 输 人 上 为 GUYV,E), 则 TS 的 输入 挛 门 权 CC 天 和 站 
= Ci， 
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2， 此 题 显然 所 NP, 只 大 证 VC 可 以 转化 4 ) 万 本题 . 苦 上 是 CEY ,FE) 和 “和 网 为 VC 的 -， 
个 输 人 人 , 取 相 应 的 本 题 之 输入 六 了 站 为 有 向 图 HtV.,F) 与 EN, 日 的 边 集 
F= a=bbh"alub€ FEC). 
3. 只 炙 证 第 2 是 的 问题 转化 成 本 题 : 设 第 2z 题 的 输 和 人 了 为 CT1YVY, 工 ) 和 上 EN, 本 题 的 相应 
输入 天 门 取 为 有 向 图 HEW ,FF 和 不 EEN, 其 中 
Wo= vu) ,2 | EE VIG)!, 
F=fot) re {vo2) | et€e VI in,2) -et t) git FlG). 
4. 只 入 证 3GAT 可 转化 成 本 题 . 
3SAT 之 输入 了 为 
1 := ra Tn 
全 二 
相应 的 玉 题 之 输入 让 门 为 图 GIVEiaefel) 二 旭 下 : 
-lm + l}n 1 G1, 
一 
Fifi = mr Rv di EAT re [ls En 
其 中 由 = Too; io.=1.2. ,mm， 
wte} 取 次 


wot) = YY) CNMNIgiMéeeL, 
， 1 


we DCN IETINC NN IF, § ,El FA 


“TT 
Wt tt) = iOm + 1, 
wun) 1,2>0uE A. 
5. 先 证 第 4 题 ,再 把 第 4 是 转化 成 第 5 题 .把 第 4 题 图 中 的 边 uv 变 成 图 7 


o_o 


6b. 第 5 乙 写 第 6 暴 . 
第 5 题 输入 [为 :OV ET REN 1=n, 相 应 的 第 5 题 之 输入 FD) 为 GCVY,E) 和 和 
上 EN 如下: 


可 题解 答 与 握 示 = 2334 a 


= | 1 Ti | 
五 一 五 ， 
中 一 由， 
7. 第 8 题 性 第 7 题 . 
第 6 题 输入 本 为 GV ,站 ) 与 EN, 相应 的 第 7 题 之 输入 站 站 为 GV ,FF ) 和 与 有 EN: 
kD {rx=| V1), 
VW, 
Fu vn EGY). 


8 取 Clte)=1.SATec 第 8 题 . 
SAT 的 输入 工 为 上 = yen lI 相应 的 第 8 题 之 


输 和 为 兵 =1, 民 ,== 加 ,一 源 _: 汇 的 -- 个 网 络 N,N 的 构造 如 下 : 
车 户 是 字 z, 在 句子 中 出 现 的 次 数 ,9 有 是, 在 句子 中 出 现 的 次 数 , 划 对 每 个 x, 构 作 如 图 8 


—(, ) © 


图 8 


把 图 8 的 结构 连 成 - 囊 , 以 vi 为 尾 ,以 tz'! 为 类 ,有 一 条 有 向 边 ;以 5 为 尾 ,以 v, 为 头 , 有 
-条 有 向 边 ;以 加 为 展 , 以 1 为 头 , 有 - -条 有 向 边 ;以 52 为 屋 , 以 也 与 为 类 ,有 有 向 边 ,这 里 
j 是 奇数 ;CC ,Ci ,…,C。, 是 另 - - 些 顶 ,每 个 C, 为 尾 (i =1,2,…,m)tz 为 头 ,有 -- 条 有 向 边 ; 若 
zz,) 第 ;次 出 现 , 则 以 码 ,( 蕊 ,) 为 尾 , 以 C. 为 头 , 有 一 有 向 边 ,其 中 上 基 zx,(z,) 出 现 的 句子 . 

9，、VCc 本 题 . 

VC 的 输入 为 G 与 上 ,本题 相 应 的 输入 乒 站 为 石和 全 如 下 枸 疙 : 寺 每 过 e, = ww 全 
EEO ),G 上 加 -新 项 二 条 新 边 wz rt 

10. 考 卉 三 , 是 完全 图 的 情形 . 搞 句 话说 ,证 明 CL IQUES: 本 题 ， 


4 有 


mm em 
1 上-4 i A | CC LC | 一 | 


r 3 rr 
上 > 
[EE | 一 
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